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Ââåäåíèå

Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ýòîé äèññåðòàöèîííîé ðà�

áîòå, îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè. À èìåííî, â ðàìêàõ

ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö, ïî�

ìåùåííûõ â òóðáóëåíòíóþ æèäêîñòü èëè ãàç. Ýòà ïðîáëåìà ïðåäñòàâëÿåò êàê

�óíäàìåíòàëüíûé, òàê è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè âñå îêðó�

æàþùèå íàñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèå òå÷åíèÿ òóðáóëåíòíû è ñîäåðæàò ïðèìåñíóþ

�àçó. Ïûëü è àýðîçîëè â àòìîñ�åðå, êàïëè âîäû â îáëàêàõ, ìèêðîîðãàíèçìû

â îêåàíå, ÷àñòèöû ïûëè â ïðîòîïëàíåòíûõ ãàçîïûëåâûõ îáëàêàõ, ïîðîøêè â

õèìè÷åñêèõ ðåàêòîðàõ - âñå ýòî ïðèìåðû òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ ñ ïðèìåñíû�

ìè ÷àñòèöàìè. Ïîíèìàíèå ïðîöåññîâ òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà ÷àñòèö, òàêèì

îáðàçîì, âàæíî äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé îò ýêîëîãèè äî àñòðî�èçèêè.

Àíàëèç äâèæåíèÿ ÷àñòèö â òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ ñîïðÿæåí ñ ñóùåñòâåí�

íûìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Ñòðîãîå ðàññìîòðåíèå òðåáóåò ñîãëàñîâàííî�

ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ÷àñòèö è æèäêîñòè ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèÿ òóð�

áóëåíòíûõ �ëóêòóàöèé íà äâèæåíèå ÷àñòèö, èõ îáðàòíîãî âëèÿíèÿ íà ïîòîê, à

òàêæå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì. Çäåñü ïîëåçíî âñïîìíèòü, ÷òî íà

äàííûé ìîìåíò íå èçâåñòíî íè îäíîãî òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâ�

íåíèé ãèäðîäèíàìèêè, ñîîòâåòñòâóþùåãî òóðáóëåíòíîìó ñîñòîÿíèþ ñïëîøíîé

ñðåäû, íå ãîâîðÿ óæå îá ó÷åòå ïðèìåñåé. Â âèäó ýòèõ ñëîæíîñòåé, íàñòîÿùåå èñ�

ñëåäîâàíèå îïèðàåòñÿ íà èäåàëèçèðîâàííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè, â êîòîðûõ

ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê ÷àñòèöå ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé ñèëå

ñòîêñîâîãî òðåíèÿ, à òóðáóëåíòíîñòü çàìåíÿåòñÿ íåêîòîðûì �ëóêòóèðóþùèì

âî âðåìåíè ïîëåì ñêîðîñòè ñ èçâåñòíîé ñòàòèñòèêîé. Òàêîé ïîäõîä ïîäðàçóìå�

âàåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ðàçìåðû ÷àñòèö î÷åíü ìàëû, à èõ ïëîòíîñòü î÷åíü âåëèêà

â ñðàâíåíèè ñ ïëîòíîñòüþ îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Âî-âòîðûõ, êîíöåíòðàöèÿ

ïðèìåñíîé �àçû äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî íèçêîé, ÷òîáû ìîæíî áûëî íå ïðè�

íèìàòü âî âíèìàíèå îáðàòíîå âëèÿíèå ÷àñòèö íà äâèæåíèå æèäêîñòè è ìåæ÷à�

ñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå. Ïîñëåäíèå ãîäû ïîêàçàëè, ÷òî ïîäîáíûå ñòàòèñòè÷å�

ñêèå ìîäåëè ïðàâèëüíî îòîáðàæàþò ìíîãèå âàæíûå àñïåêòû äèíàìèêè ÷àñòèö

â ðåàëüíûõ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ, íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòàõ è ÷èñëåííûõ

ñèììóëÿöèÿõ [1�3℄.
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×òîáû îöåíèòü, íàñêîëüêî âàæåí ó÷åò èíåðöèîííûõ ñâîéñòâ ÷àñòèöû äëÿ

îïèñàíèÿ åå äèíàìèêè â ñëó÷àéíîì òå÷åíèè, êàê ïðàâèëî ââîäèòñÿ áåçðàçìåð�

íûé ïàðàìåòð St, íàçûâàåìûé ÷èñëîì Ñòîêñà, è ðàâíûé îòíîøåíèþ âðåìåíè

ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû ê âðåìåíè êîððåëÿöèè ïóëüñàöèîííîé ñêîðîñòè

æèäêîñòè. ×àñòèöà ñ ìàëûì ÷èñëîì Ñòîêñà âîâëåêàåòñÿ â äâèæåíèå çà âðåìÿ,

â òå÷åíèè êîòîðîãî ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè íå óñïåâàåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü�

ñÿ, ïîýòîìó ïðè îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ òàêîé ÷àñòèöû ñ �ëóêòóàöèÿìè íà

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åå ñêîðîñòü ïîïðîñòó ñîâïà�

äàåò ñî ñêîðîñòüþ æèäêîñòè â òîé òî÷êå, ãäå îíà â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò

íàõîäèòñÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà Ñòîêñà ÷àñòèöà

ïîëíîñòüþ "îòîðâàíà" îò �ëóêòóàöèîííîé êîìïîíåíòû òå÷åíèÿ, ïîñêîëüêó åå

ñêîðîñòü íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ ïóëüñàöèîííîãî äâè�

æåíèÿ îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Îáñóæäàåìûå çäåñü òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè äè�

íàìèêè èíåðöèîííûõ ÷àñòèö ðàññìàòðèâàþò êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé St → ∞,

òàê è ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ñòîêñà.

Â �îêóñå âíèìàíèÿ ýòîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîâåäåíèå ÷àñòèö â ïðî�

ñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ. �îâîðÿ î íåîäíîðîäíîñòè

ìû áóäåì èìåòü â âèäó ñèòóàöèþ, êîãäà èíòåíñèâíîñòü òóðáóëåíòíûõ �ëóêòó�

àöèé ñêîðîñòè â îäíîðîäíîé ïî ñâîèì �èçè÷åñêèì ñâîéñòâàì æèäêîñòè ïî òîé

èëè èíîé ïðè÷èíå çàâèñèò îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Íà ïðàêòèêå òàêàÿ ñèòóàöèÿ

ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ïðàâèëîì ÷åì èñêëþ÷åíèåì, íåèçáåæíî ðåàëèçóÿñü â ïðèñóò�

ñòâèè ãðàíèö è/èëè âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîñòè íàêà÷èâàþùèõ ñèë [4; 5℄. Êàê

ïîêàçûâàþò ëàáîðàòîðíûå è êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû, èíåðöèîííûå ÷àñòè�

öû, ïîìåùåííûå â ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûé òóðáóëåíòíûé ïîòîê èìåþò

òåíäåíöèþ ê íåîäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ [6�13℄. Äàâíî

çàìå÷åíî, ÷òî â ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè

èíåðöèîííûõ ÷àñòèö èìååò ìàêñèìóì â ìèíèìóìå èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíî�

ñòè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå áåçèíåðöèîííûõ

÷àñòèö, òî åñòü òàêèõ, êîòîðûå ïðîñòî ïàññèâíî ñëåäóþò çà ïîòîêîì, âñåãäà

îäíîðîäíî ïðè òîì óñëîâèè, ÷òî òå÷åíèå íåñæèìàåìî. Òàêèì îáðàçîì, àêêóìó�

ëÿöèÿ ÷àñòèö â ìèíèìóìàõ � ýòî ñóùåñòâåííî èíåðöèîííîå ÿâëåíèå.

Äëÿ íåîäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ íåîáõîäèìîñòü

ââåñòè â äîïîëíåíèå ê ÷èñëó Ñòîêñà åùå îäèí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð I, ðàâíûé

îòíîøåíèþ äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû, îïðåäåëåííîé êàê ïðîèçâåäå�
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íèå åå õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè íåîäíîðîäíîñòè íà ñòîêñîâî âðåìÿ

ðåëàêñàöèè, ê õàðàêòåðíîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó ìàñøòàáó, íà êîòîðîì ïðîèñõî�

äèò ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè. Ïàðàìåòð èíåðöèè

I èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ýòîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿÿ ñóäèòü,

íàñêîëüêî ñòàòèñòèêà ñêîðîñòè ÷àñòèöû áëèçêà ê ëîêàëüíîìó ðàâíîâåñèþ ñ òóð�

áóëåíòíûìè �ëóêòóàöèÿìè. Ïðè I ≪ 1 øèðèíà òåëà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

÷àñòèö ïî ñêîðîñòè â ãëàâíîì ïîðÿäêå îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ

òóðáóëåíòíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Åñëè æå I & 1, òî ëî�

êàëüíîå ðàâíîâåñèå ñèëüíî íàðóøåíî, ïîñêîëüêó ÷àñòèöû "ïîìíÿò" î òîì, ÷òî

ðàíåå îíè ïîáûâàëè â îáëàñòÿõ òå÷åíèÿ ñ äðóãîé èíòåíñèâíîñòüþ �ëóêòóàöèé.

Ñëîâîì, ïîäîáíî òîìó êàê ÷èñëî Còîêñà St ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñóùåñòâåí�

íî îòñòàâàíèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû îò ëîêàëüíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ,

ïàðàìåòð èíåðöèè I ïîìîãàåò ïîíÿòü, êàê ñèëüíî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíå�

íèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî äèêòóåòñÿ

ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ òóðáóëåíòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïà�

ðàìåòð I çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ïîýòîìó îáëàñòè ñ ðàçíûìè

ðåæèìàìè òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà ìîãóò ñîñåäñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì.

Õîòÿ äèíàìèêà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â íåîäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè�

âëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé óæå äîñòàòî÷íî äîëãîå âðåìÿ, îáëàñòü ïðè�

ìåíèìîñòè ñóùåñòâóþùèõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ îãðàíè÷åíà ïðåäåëîì îò�

íîñèòåëüíî ìàëîé èíåðöèè èëè ñëàáîé íåîäíîðîäíîñòè, òî åñòü I ≪ 1. Â ýòîì

ñëó÷àå îïðàâäàííî ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîå ïðèáëèæåíèå è íà äîñòàòî÷íî áîëü�

øèõ âðåìåíàõ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì èñêëþ÷èòü ñêîðîñòü èç êèíåòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì è êîîðäèíàòàì,

ïåðåéäÿ ê ãðàäèåíòíîìó òðàíñïîðòîìó óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó ïðîñòðàí�

ñòâåííûé ïåðåíîñ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö [14�16℄. Â âûðàæåíèè äëÿ ïîòîêà ÷à�

ñòèö ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñïåöè�è÷åñêèé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ãðàäèåíòó

êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè è íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó ïîíèæåíèÿ

èíòåíñèâíîñòè òóáóëåíòíîñòè. Ýòî � òàê íàçûâàåìûé òóðáî�îðè÷åñêèé äðåé�

èëè ïðîñòî òóðáî�îðåç, êîòîðûé è îòâåòñòâåíåí çà ý��åêò àêêóìóëÿöèè ÷à�

ñòèö â îáëàñòÿõ ñ ïîíèæåííîé èíòåíñèâíîñòüþ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé. Ñâî�

èì íàçâàíèåì òóðáó�îðåç îáÿçàí àíàëîãè÷íîìó âî ìíîãîì òåðìî�îðè÷åñêîìó

ý��åêòó, íàáëþäàåìîìó ïðè áðîóíîâñêîì äâèæåíèè â ñðåäå ñ íåîäíîðîäíîé

òåìïåðàòóðîé [17℄.
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Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû îäíîãî ïîðÿäêà

èëè ìíîãî áîëüøå ìàñøòàáà íåîäíîðîäíîñòè, ïðèáèæåíèå ëîêàëüíîãî ðàâíîâå�

ñèÿ òåðÿåò ñâîþ ïðèìåíèìîñòü. Ýòî âëå÷åò çà ñîáîé íåâîçìîæíîñòü çàìêíóòîãî

îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà ïðèìåñíîé �àçû â òåðìèíàõ êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö. Êàêèå-ëèáî ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñèòóàöèè

äàëåêîé îò ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, â èçâåñòíîé íàì ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò.

Àíàëèç, ïðîâåäåííûé â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïî êðàéíåé ìåðå îò÷à�

ñòè çàïîëíÿåò ýòîò ïðîáåë.

Åñëè èçëàãàòü ðåçóëüòàòû ïðîäåëàííîé ðàáîòû â õðîíîëîãè÷åñêîì ïî�

ðÿäêå, òî ñíà÷àëà íàìè áûëà ðàññìîòðåíà äèíàìèêà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â

îêðåñòíîñòè ãëóáîêîãî ìèíèìóìà òóðáóëåíòíîñòè â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàí�

ñòâå [18℄. Òå÷åíèå ïðåäïîëàãàëîñü êîðîòêî-êîððåëèðîâàííûì âî âðåìåíè, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó St → ∞. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ

íåçàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà èíåðöèè I îò êîîðäèíàòû, âûòåêàþùàÿ èç êâàäðàòè÷�

íîé �îðìû ïðî�èëÿ èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé. Îáùåïðèíÿòàÿ

òî÷êà çðåíèÿ, ÷åðïàþùàÿ èíòóèöèþ èç ãðàäèåíòíûõ òðàíñïîðòíûõ ìîäåëåé,

ãîâîðèò íàì, ÷òî òóðáî�îðåç âûçûâàåò äðåé� ÷àñòèö â íàïðàâëåíèè ìèíèìó�

ìà òóðáóëåíòíîñòè. Îäíàêî, âû÷èñëèâ ëÿïóíîâñêóþ ýêñïîíåíòó ñòîõàñòè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì I, ê ñâîåìó óäèâëåíèþ ìû îáíàðóæèëè, ÷òî

âîçìîæíà è ïðÿìî ïðîòèïîïîëîæíàÿ ýòèì îæèäàíèÿì ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷àñòèöû

â ñðåäíåì ìèãðèðóþò ïðî÷ü îò ìèíèìóìà. Ýòî ÿâëåíèå ìîæíî èíòåïðåòèðîâàòü

êàê îáðàòíûé èëè îòðèöàòåëüíûé òóðáî�îðåç, ðàíåå íèêåì íå îáñóæäàâøèéñÿ.

Ïåðåõîä îò ñòàíäàðòíîãî ê îáðàòíîìó òóðáî�îðåçó ïðîèñõîäèò êîãäà ïàðàìåòð

èíåðöèè ñòàíîâèòñÿ áîëüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà åäèíè�

öû. Êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ýòîãî ý��åêòà î÷åíü ïðîñòîå: îáëàñòü ìèíèìóìà

òóðáóëåíòíîñòè íå ìîæåò èãðàòü ðîëü ëîâóøêè äëÿ ÷àñòèö ñ ïàðàìåòðîì èíåð�

öèè çàìåòíî áîëüøèì åäèíèöû, ïîñêîëüêó òàêèå ÷àñòèöû ïîïðîñòó áàëëèñòè�

÷åñêè ïðîëåòàþò ñêâîçü íåå.

Äàëåå ìû îáðàòèëèñü ê áîëåå ñëîæíîìó âîïðîñó î ïîâåäåíèè èíåðöèîííûõ

÷àñòèö â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõ ñî ñòåíêàìè. �ëàâíîé íàøåé öåëüþ áûëî ïîñòðîå�

íèå ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà â âÿçêîì ïðèñòåííîì ïîä�

ñëîå ðàçâèòîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ

áèêâàäðàòíîé êîîðäèíàòíîé çàâèñèìîñòüþ èíòåíñèâíîñòè ïóëüñàöèé íîðìàëü�

íîé ïî îòíîøåíèþ ê ñòåíêå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè. Íàèáîëüøèé èí�
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òåðåñ ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿë ïëîõî èçó÷åííûé â ëèòåðàòóðå ïðåäåë St → ∞,

â êîòîðîì ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîãî ðàíîâåñèÿ îêàçûâàåòñÿ íàðóøåííûì, ïî�

ñêîëüêó ïàðàìåòð I çàâåäîìî áîëüøå åäèíèöû â áîëüøåé ÷àñòè âÿçêîãî ïîäñëîÿ.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïîìèìî ó÷åòà âçàèìî�

äåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ íåîäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòüþ, íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî

âíèìàíèå èõ âçàèìîäåéñòâèå ñî ñòåíêîé. Ïîñëåäíåå âêëþ÷àåò â ñåáÿ, â ÷àñòíî�

ñòè, óïðóãèå ñèëû, âîçíèêàþùèå â ìîìåíòû ñîóäàðåíèé, è ãèäðîäèíàìè÷åñêîå

âçàèìîäåéñòâèå. Îáà ýòè ìåõàíèçìà âçàèìîäåéñòâèÿ äèññèïàòèâíû è ïðè íåêî�

òîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîãóò áûòü ñîâìåñòíî ïàðàìåòðèçîâàíû ÷åðåç ý��åê�

òèâíûé êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè β, îïðåäåëåííûé êàê îòíîøåíèå

çíà÷åíèé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ñòåíêå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ÷àñòèöû äî è ïîñëå

ñîóäàðåíèÿ [19℄. Â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ñ ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì âîññòà�

íîâëåíèÿ ñêîðîñòè íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèññèïàòèâíûå ñîóäàðåíèÿ ñî ñòåí�

êîé ìîãóò îêàçûâàòü îãðîìíîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó ÷àñòèö ñ áîëüøèì ÷èñëîì

Ñòîêñà [20℄. À èìåííî, èçó÷èâ ñâîéñòâà ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

÷àñòèö ïî êîîðäèíàòå è ñêîðîñòè, ìû ñäåëàëè âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ÿâëåíèÿ

íåóïðóãîãî êîëëàïñà: åñëè êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ìåíüøå íåêî�

òîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, òî ñèëüíî èíåðöèîííûå ÷àñòèöû, ïîìåùåííûå

â âÿçêèé ïîäñëîé òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ, äðåé�óþò ïî íàïðàâëåíèþ ê ñòåíêå,

â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå ÷àñòèöû óáåãàþò â îñíîâíîé îáúåì òå÷åíèÿ. ×òî åùå

áîëåå èíòåðåñíî, íåóïðóãèé êîëëàïñ òðàåêòîðèé ñèëüíî èíåðöèîííûõ ÷àñòèö

ìîæåò íàáëþäàòüñÿ è â äðóãèõ òèïàõ ïðèñòåííûõ õàîòè÷åñêèõ òå÷åíèé, à íå

òîëüêî â âÿçêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè [21; 22℄. Ïðè ýòîì

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè îêàçûâàåòñÿ óíè�

âåðñàëüíûì äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé.

Ñìåíà íàïðàâëåíèÿ äðåé�à ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà òóðáóëåíòíî�

ñòè â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå è íåóïðóãèé êîëëàïñ ÷àñòèö â ïðèñòåííîé

îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûé òèï äèíàìè÷åñêîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà ëîêà�

ëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöè. Ïåðâûé ïåðåõîä êîíòðîëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì èíåðöèè

÷àñòèöû I, à âòîðîé - ñòåïåíüþ äèññèïàòèâíîñòè ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé β.

Ýòè ý��åêòû äî ñèõ ïîð óñêîëüçàëè îò âíèìàíèÿ èññëåäîâàòåëåé, ïîñêîëüêó

îòíîñÿòñÿ ê ðåæèìó òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà, â êîòîðîì ëîêàëüíîå ðàâíîâå�

ñèå ñèëüíî íàðóøåíî è ãðàäèåíòíûå ìîäåëè ñòàíîâÿòñÿ íåâåðíû. Ïîä÷åðêíåì,
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÷òî â ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîì ïðèáëèæåíèè òóðáî�îðåç âñåãäà ïîëîæèòåëåí, à

ý��åêò íåóïðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ãëàâíîì ïîðÿäêå âîîáùå îòñóòñòâóåò.

Ïîìèìî àíàëèçà ñëó÷àåâ íàðóøåíèÿ ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîãî ïðèáëèæå�

íèÿ, äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò òàêæå âêëàä â ðàçâèòèå òðàäè�

öèîííûõ ãðàäèåíòíûõ òðàñïîðòíûõ ìîäåëåé. �àññìîòðåíèå äèíàìèêè ÷àñòèö

â âÿçêîì ïîñäëîå âêëþ÷àåò ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé

÷èñëà Ñòîêñà, îïðàâäûâàþùèõ ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîå ïðèáëèæåíèå. Âûïîëíèâ

ðåäóêöèþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà ñîâìåñòíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à�

ñòèöû è æèäêîñòè â äóõå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà â òåîðèè èíåðöèîííîãî

áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ [23℄, ìû ïîëó÷èëè òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå íà ïðîñòðàí�

ñòâåííûé ïåðåíîñ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö [24℄. Àíàëèç ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ýòî�

ãî óðàâíåíèÿ âûÿâèë åùå îäèí ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ, íà ýòîò

ðàç ïî ïàðàìåòðó St. ×àñòèöû ñ ìàëîé èíåðöèåé îòíîñèòåëüíî áûñòðî âûíîñÿò�

ñÿ èç âÿçêîãî ïîäñëîÿ, òîãäà êàê ïðåâûøåíèå ÷èñëîì Ñòîêñà íåêîòîðîãî êðè�

òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âåäåò ê àêêóìóëÿöèè ÷àñòèö îêîëî ñòåíêè. Ýòîò ïåðåõîä

îáúÿñíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì òóðáó�îðåçîì, êîòîðûé ñ ðîñòîì St ñòàíîâèòñÿ âñå

áîëåå ÿðêî âûðàæåííûì è â êîíöå êîíöîâ ïîáåæäàåò òóðáóëåíòíóþ äè��óçèþ,

çàñòàâëÿ ÷àñòèöû äðåé�îâàòü ê ñòåíêå.

Íàêîíåö, ìû ðàññìîòðåëè ðàññåÿíèå ÷àñòèö â ïðèçåìíîì ñëîå àòìîñ�åðû -

îñîáåííî âàæíûé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåð òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîð�

òà â ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîì òå÷åíèè. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çäåñü

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èíåðöèîííîñòü ÷àñòèö â ïðîöåññå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òóðáó�

ëåíòíûìè �ëóêòóàöèÿìè ìîæíî íå ó÷èòûâàòü è âñÿ ðîëü èíåðöèè ñâîäèòñÿ ê

ãðàâèòàöèîííîìó îñàæäåíèþ. Íàì óäàëîñü íàéòè ðàíåå íåèçâåñòíîå íåñòàöèî�

íàðíîå ðåøåíèå äàâíî ñ�îðìóëèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèè

äëÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ïðèçåìíîì ñëîå [25℄. Ýòî ðåøåíèå îïèñûâà�

åò âåðòèêàëüíîå ðàññåÿíèå îáëàêà ÷àñòèö, âáðîøåííûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò

íà íåêîòîðîé âûñîòå íàä Çåìëåé. Ïðîäåëàííûé àíàëèç òàêæå ñîäåðæèò îòâåò

íà âîïðîñ î ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ ÷àñòèö íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü è äàëüíîñòè

ïåðåíîñà â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó, ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíî�

ñèìûå íà çàùèòó:

1. Äè��óçèîííûå ÷àñòèöû (

√
St . 1) â âÿçêîì ïîãðàíè÷íîì ïîäñëîå òóð�

áóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ïðåòåðïåâàþò ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ
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ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà Ñòîêñà: ëåãêèå ÷àñòèöû âûíîñÿòñÿ èç ïðèñòåííîé

îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàê äîñòàòî÷íî òÿæåëûå ÷àñòèöû ñêàïëèâàþòñÿ

âáëèçè ñòåíêè.

2. Ñèëüíî èíåðöèîííûå ÷àñòèöû (

√
St ≫ 1) â âÿçêîì ïîäñëîå ïðåòåðïå�

âàþò ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ â çàâèñèìîñòè îò êîý��è�

öèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè β, õàðàêòåðèçóþùåãî ñòåïåíü íåóïðó�

ãîñòè ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé: ÷àñòèöû ïîêèäàþò ïðèñòåííóþ îá�

ëàñòü, åñëè β > βc, è ñêàïëèâàþòñÿ âáëèçè ñòåíêè, åñëè β < βc, ãäå

βc = exp(−π/
√
3) ≈ 0,163.

3. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè βc, êîí�

òðîëèðóþùåå ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ äëÿ èíåðöèîííûõ

÷àñòèö â ïðèñòåííîé îáëàñòè êîðîòêî-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè

ñëó÷àéíîãî òå÷åíèÿ, óíèâåðñàëüíî äëÿ ìîäåëåé, ãäå êîý��èöèåíò òóð�

áóëåíòíîé äè��óçèè ðàñòåò áûñòðåå ÷åì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåí�

êè.

4. Èíåðöèîííûå ÷àñòèöû â îêðåñòíîñòè ãëóáîêîãî îäíîìåðíîãî ìèíèìó�

ìà êîðîòêî-êîððåëèðîâàííîé âî âðåìåíè òóðáóëåíòíîñòè ïðåòåðïåâà�

þò ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ ïðè èçìåíåíèè áåçðàçìåðíîãî

ïàðàìåòðà èíåðöèè I. Ïîëó÷åíà òàêæå òî÷íàÿ �àçîâàÿ äèàãðàììà â

ïëîñêîñòè β − I äëÿ ìîäåëè ñ íåóïðóãèìè îòðàæåíèÿìè îò ñòåíêè â

ìèíèìóìå.

5. Â ðàìêàõ ìîäåëè òóðáóëåíòíîé äè��óçèè äëÿ ÷àñòèö â ïðèçåìíîì ñëîå

àòìîñ�åðû íàéäåíî, ïî êàêîìó çàêîíó êîëè÷åñòâî ïðèìåñè â âîçäóõå

óáûâàåò âî âðåìåíè áëàãîäàðÿ îñàæäåíèþ íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü è

êàê âåäåò ñåáÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü îñàæäåííîãî

ìàòåðèàëà â ïîäâåòðåííîì íàïðàâëåíèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. �àçâèòûå â äèññåðòà�

öèè òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ øèðîêîãî

êðóãà òðàíñïîðòíûõ ÿâëåíèé â ñðåäàõ ñ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîé ñòàòè�

ñòèêîé ñëó÷àéíûõ ñèë. Ïðåäñêàçàííûå ïåðåõîäû ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ

ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåõíîëîãèÿõ ñåãðåãàöèè ÷àñòèö.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòà�

öèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè Turbulen
e

and Amorphous Materials, Ýéëàò, Èçðàèëü, íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè
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Landau Days 2015, ×åðíîãîëîâêà, à òàêæå íà ñåìèíàðàõ â ÈÒÔ èì. Ë.Ä. Ëàí�

äàó �ÀÍ, â Íàó÷íîì Èíñòèòóòå èì. Âåéöìàíà, Èçðàèëü, â Èíñòèòóòå �¼òåáîðãà,

Øâåöèÿ è â Ëîñ-Àëàìîññêîé Íàöèîíàëüíîé Ëàáîðàòîðèè, ÑØÀ.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äàííîé

äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì ëèáî ïðè åãî íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû èçëîæåíû â 6 ïóáëèêàöèÿõ

â ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå äèññåðòàöèè.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû�

ð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé

îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 82 ñòðàíèöû ñ 11 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

ñîäåðæèò 72 íàèìåíîâàíèÿ. Â ãëàâå 1 ïîñòðîåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ òóðáó�

ëåíòíîãî òðàíñïîðòà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì Ñòîêñà â

âÿçêîì ïîãðàíè÷íîì ïîäñëîå òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Â ãëàâå 2 àíàëèçèðóþò�

ñÿ ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö ñ áîëüøèì ÷èñëîì Ñòîêñà â ïðèñòåííîì ñëó�

÷àéíîì òå÷åíèè ñ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ èíòåíñèâíîñòè �ëóê�

òóàöèé îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè. Â ãëàâå 3 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé êâàäðàòè÷íîé

êîîðäèíàòíîé çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè. Â ãëàâå 4 ðåøàåò�

ñÿ íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå òóðáóëåíòíîé äè��óçèè äëÿ òÿæåëûõ ÷àñòèö â

ïðèçåìíîì ñëîå àòìîñ�åðû.
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�ëàâà 1. Èíåðöèîííûå ÷àñòèöû â âÿçêîì ïîãðàíè÷íîì ïîäñëîå

òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ

Ïðèñòåííàÿ îáëàñòü ðàçâèòîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ýòî

åñòåñòâåííûé è âàæíûé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåð ñëó÷àéíîãî òå÷å�

íèÿ ñ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîé ñòàòèñòèêîé. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì

äâèæåíèå èíåðöèîííûõ ÷àñòèö íà ñàìîì ìàëîì ìàñøòàáå òàêîãî òå÷åíèÿ - â ïðå�

äåëàõ âÿçêîãî ïîãðàíè÷íîãî ïîäñëîÿ, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåãî ê ñòåíêå.

Ïðåäëîæåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿò îïèñàòü îñîáåííîñòè äèíàìèêè

÷àñòèö â âÿçêîì ïîäñëîå âî âñåì äèàïàçîíå èõ èíåðöèîííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìû

ïðîäåìîíñòðèðóåì ñóùåñòâîâàíèå äâóõ äèíàìè÷åñêèõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ëî�

êàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ. Ïåðâûé ïåðåõîä êîíòðîëèðóåòñÿ ÷èñëîì Ñòîêñà è

èìååò ìåñòî äëÿ ÷àñòèö ñî ñðåäíåé èíåðöèåé, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü äè��

�óçèîííûìè. Êîíòðîëüíûì ïàðàìåòðîì âòîðîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà, êîòîðûé

íàáëþäàåòñÿ äëÿ ñèëüíî èíåðöèîííûõ ÷àñòèö, ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü íåóïðóãîñòè

ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé, à ïîòîìó ñàì ïåðåõîä ìîæåò áûòü íàçâàí íåóïðóãèì

êîëëàïñîì. Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäðàçäåëàõ ìû îáñóæäàåì îñîáåííîñòè ïîëÿ

ñêîðîñòè â âÿçêîì ïîäñëîå è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèö, âçâåøåííûõ â æèäêî�

ñòè, à çàòåì ïåðåõîäèì ê ñòàòèòè÷åñêîìó îïèñàíèþ òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà

â òåðìèíàõ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íîé èíåðöèåé, äâèãàÿñü â

ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ïîñëåäíåé.

1.1 Ñòðóêòóðà ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè â âÿçêîì ïîäñëîå

Âÿçêèé ïîãðàíè÷íûé ïîäñëîé ýòî òà îáëàñòü îêîëî îãðàíè÷èâàþùåé òóð�

áóëåíòíûé ïîòîê ãëàäêîé ñòåíêè, â ïðåäåëàõ êîòîðîé âÿçêèé ÷ëåí â óðàâíåíèè

Íàâüå-Ñòîêñà äîìèíèðóåò íàä èíåðöèîííûì ñëàãàåìûì, ñì., íàïðèìåð, [4; 26℄.

Âÿçêîñòü âåäåò ê ñãëàæèâàíèþ ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè â ïðèñòåííîé îáëàñòè,

êîòîðîå, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âî âðåìåíè áëàãîäàðÿ �ëóêòóàöèÿì,

íàâåäåííûì òóðáóëåíòíîñòüþ, ñóùåñòâóþùåé â îñíîâíîì îáúåìå òå÷åíèÿ.
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Íàïðàâèì îñü x äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü ñðåäíåãî òå÷åíèÿ, à

îñü z ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîé ñòåíêå âãëóáü çàíèìàåìîãî æèäêîñòüþ îáúåìà.

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü ñòåíêè ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ z = 0. Ââåäåì

ðåéíîëüäñîâñêîå ðàçëîæåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè

~u = ~U + ~u′, (1.1)

â êîòîðîì

~U è ~u′
ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíÿÿ è �ëóêòóèðóþùàÿ êîìïîíåíòà. Â

ñèëó îäíîðîäíîñòè ïîòîêà â ïëîñêîñòÿõ ïàðàëëåëüíûõ ñòåíêå,

~U çàâèñèò òîëüêî

îò z-êîîðäèíàòû. Îáîçíà÷èâ òîëùèíó âÿçêîãî ïîäñëîÿ ÷åðåç L, ïðè z ≪ L â

ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè áóäåì èìåòü ëèíåéíûé ïðî�èëü

Ux =
z

L
UL, Uy = 0, Uz = 0, (1.2)

ãäå UL ýòî õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ðåãóëÿðíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òå÷åíèÿ íà

ãðàíèöå âÿçêîãî ïîäñëîÿ.

Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ �ëóêòóèðóþùåé êîìïîíåíòû òå÷åíèÿ â îáëàñòè z ≪ L

ñïðàâåäëèâî

u′
x ∼

z

L
UL, u′

y ∼
z

L
UL, u′

z ∼
z2

L2
UL. (1.3)

Õàðàêòåð ïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòåé îò z ñëåäóåò èç ãëàäêîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè â

âÿçêîì ïîäñëîå, óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè è íåñæèìàåìîñòè

æèäêîñòè. Âäîëü ñòåíêè �ëóêòóèðóþùàÿ êîìïîíåíòà ~u′
èìååò êîððåëÿöèîí�

íóþ äëèíó ïîðÿäêà L, à âðåìÿ åå êîððåëÿöèè ìîæåò áûòü îöåíåíî ïî ïîðÿäêó

âåëè÷èíû êàê τc ∼ L/UL.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ òàê íàçûâàåìûé òåíçîð òóðáóëåíòíîé

äè��óçèè ðàâíûé ïî îïðåäåëåíèþ

Dij(~r1, ~r2) =

∫ ∞

0

〈u′
i(~r1,t)u

′
j(~r2,0)〉dt. (1.4)

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ñòàòèñòèêå �ëóêòóàöèé ïî�

ëÿ ñêîðîñòè. Îäíîòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ Dij(~r,~r) ñëóæèò ìåðîé

èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ~r. Â ñâÿçè ñ ïðåäïîëà�

ãàåìîé îäíîðîäíîñòüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòÿõ ïàðàë�

ëåëüíûõ ñòåíêå ýòîò îáúåêò çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè, òî åñòü
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Dij(~r, ~r) = Dij(z). Îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ íàñ áóäåò èãðàòü zz-êîìïîíåíòà îäíîòî�

÷å÷íîãî òåíçîðà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè, êîòîðàÿ, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ

(1.4) è ñîîòíîøåíèé (1.3), âáëèçè ñòåíêè âåäåò ñåáÿ êàê

Dzz(z) = µz4, (1.5)

ãäå µ ∼ UL/L
3
.

1.2 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë òî÷å÷íûõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö, �èçè÷åñêè îçíà�

÷àþùèé, ÷òî äèàìåòð ÷àñòèöû d ìíîãî ìåíüøå ÷åì øèðèíà âÿçêîãî ïîäñëîÿ L.

×èñëî �åéíîëüäñà Re = V d/ν, ðàññ÷èòàííîå ÷åðåç õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü äâè�

æåíèÿ ÷àñòèöû V îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè, âÿçêîñòü êîòîðîé îáîçíà÷åíà ÷åðåç

ν, ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì, òàê ÷òî òå÷åíèå âîêðóã ÷àñòèöû îñòàåòñÿ âÿçêèì.

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ÷àñòèöû ρ0 íàìíî�

ãî ïðåâîñõîäèò ïëîòíîñòü íåñóùåé æèäêîñòè ρ. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðèíèìàåò î÷åíü ïðîñòîé âèä

d~v

dt
= −~v − ~u(~r(t),t)

τ
, (1.6)

ãäå ~r ýòî êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, ~v = d~r/dt - åå ñêîðîñòü, à τ = d2ρ0/18νρ -

ñòîêñîâî âðåìÿ ðåëàêñàöèè. Èíûìè ñëîâàìè, ãëàâíûé âêëàä âî âçàèìîäåéñòâèå

÷àñòèöû ñ æèäêîñòüþ äàåò ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ðàçíîñòè

ñêîðîñòåé ÷àñòèöû è æèäêîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Áîëåå òî÷íîå óðàâ�

íåíèå äèíàìèêè âêëþ÷àåò ïîïðàâêè, ñâÿçàííûå ñ ñèëîé Áàññå, èíåðöèåé æèä�

êîñòè (ý��åêò ïðèñîåäèíåííîé ìàññû), íåëèíåéíîñòüþ ñèëû òðåíèÿ è ò.ä. [27℄.

Çàìåòüòå òàêæå, ÷òî âî âñåõ ãëàâàõ ýòîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû êðîìå ïî�

ñëåäíåé ìû íå ïðèíèìàåì â ðàññ÷åò ãðàâèòàöèîííîå îñàæäåíèå, îáîñîáëåííî

êîíöåíòðèðóÿ âíèìàíèå íà àíàëèçå òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà.

Ïîìèìî îáñóæäåíèÿ äèíàìèêè îäíîé ÷àñòèöû, ìû áóäåì èíîãäà ãîâîðèòü

îá àíñàìáëå ÷àñòèö, ïîìåùåííûõ â îáùèé òóðáóëåíòíûé ïîòîê. Ïðè ýòîì ñëåäó�

åò ïîìíèòü, ÷òî íàø àíàëèç êîíå÷íî æå íå ó÷èòûâàåò îáðàòíîå âëèÿíèå ÷àñòèö
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íà ïîòîê, ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè è èõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåé�

ñòâèå äðóã ñ äðóãîì. Òàêîå óïðîùåíèå îïðàâäàíî ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íî íèç�

êîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñíîé �àçû.

z

w
a
ll

particle in wall-bounded
turbulence

�èñóíîê 1.1 � Îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

- äâèæåíèå èíåðöèîííîé ÷àñòèöû â ñëó÷àéíîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîì òå÷åíèè

âáëèçè ïëîñêîé ñòåíêè.

Äàëåå íåîáõîäèìî ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé, êîòîðîå

âêëþ÷àåò â ñåáÿ óïðóãèå ñèëû, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå ñîóäàðåíèÿ, à òàêæå

ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ìãíîâåí�

íûõ íåóïðóãèõ ñîóäàðåíèé, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â ìîìåíò ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñî ñòåí�

êîé íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ÷àñòèöû ìîìåíòàëüíî ìåíÿåò ñâîé çíàê

íà ïðîòèâîïîëîæíûé, à ìîäóëü ñêîðîñòè äîìíîæàåòñÿ íà íåêîòîðîå ïîëîæè�

òåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå åäèíèöó, òî åñòü

vz → −βvz, ãäå 0 < β ≤ 1. (1.7)

Ñâÿçûâàÿ ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà ìãíîâåíèå äî è ñðàçó

ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, êîý��èöèåíò β, íàçûâàåìûé îáû÷íî êîý��èöèåíòîì âîñ�

ñòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè, õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü äèññèïàòèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ

÷àñòèöû ñî ñòåíêîé. Êîíöåïöèÿ êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè âîñõî�

äèò åùå ê Íüþòîíó [28℄ è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â íàøè äíè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ý��åêòîâ ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé ñòàëêèâàþùèõñÿ òåë â òåîðèè ãðàíóëèðî�

âàííûõ ìàòåðèàëîâ, ñì., íàïðèìåð, êíèãó [29℄. Ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íî áîëüøîé

ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå

òàêæå ìîæåò áûòü ó÷òåíî ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà

âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè â ðàìêàõ ìîäåëè ìãíîâåííûõ ñîóäàðåíèé [19℄.
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Ñòðîãî ãîâîðÿ, êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ β åñòü �óíêöèÿ ñêîðîñòè ÷à�

ñòèöû â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ. Áîëåå òîãî, íåèçáåæíàÿ øåðîõîâàòîñòü ïîâåðõ�

íîñòåé ÷àñòèöû è ñòåíêè ïðèâîäèò ê ñòîõàñòè÷íîñòè ýòîãî ïàðàìåòðà [30; 31℄.

Ìû, îäíàêî, êàê â ýòîé ãëàâå, òàê è â ïîñëåäóþùèõ, â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðè�

áëèæåíèÿ îãðàíè÷èâàåìñÿ ìîäåëüþ ñ ïîñòîÿííûì β.

1.3 Ïðåäåë ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, St → 0

Òî, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííà èíåðöèîííîñòü ÷àñòèöû äëÿ ïðîöåññà åå ïåðå�

íîñà ñëó÷àéíûì ïîëåì ñêîðîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó âðåìåíåì

ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû τ è âðåìåíåì êîððåëÿöèè ïîòîêà τc. Áåçðàçìåð�

íûé ïàðàìåòð

St =
τ

τc
, (1.8)

èçâåñòíûé êàê ÷èñëî Ñòîêñà, äàåò êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, íàñêîëü�

êî ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòñòàåò îò ìãíîâåííîé ñêîðîñòè îêðóæàþùèé æèäêîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîêñîâî âðåìÿ ÷àñòèöû ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî âðåìå�

íè ñîáñòâåííîé äèíàìèêè ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè â âÿçêîì ïîäñëîå, ò.å. St ≪ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûìè ý��åêòàìè è ïåðåéòè îò

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.6) ê çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ

d~r(t)

dt
= ~u(~r(t),t), (1.9)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî íà âðåìåíàõ t ≫ τ .

Öåíòðàëüíûé ïðåäìåò âû÷èñëåíèé â èñïîëüçóåìîì íàìè çäåñü ñòàòèñòè�

÷åñêîì ïîäõîäå ýòî �óíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, îïðå�

äåëåííàÿ êàê

n(~r,t) = 〈δ(~r − ~r(t))〉, (1.10)

ãäå ~r(t) ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) íà çàäàííîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

ñêîðîñòè à óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ïî âñåì âîçìîæ�

íûì ðåàëèçàöèÿì. Ìû õîòèì îïèñàòü ýâîëþöèþ ýòîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

íà âðåìåíàõ ìíîãî áîëüøèõ âðåìåíè êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè τc.

Åñëè õàðàêòåðíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, çíà�
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÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò τc, òî �ëóêòóèðóþùàÿ êîìïîíåíòà òå÷åíèÿ â óðàâíåíèè

(1.9) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ãàóññîâ áåëûé øóì. Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé

ïðîöåäóðå (ñì. [32℄), ëåãêî òîãäà âûâåñòè óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà

∂tn = ∂ri[Dij(~r,~r)∂rjn] + ∂i[Ui(~r)n], (1.11)

â êîòîðîìDij ýòî òåíçîð òóðáóëåíòíîé äè��óçèè (1.4). Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèþ

n(~r,t) â óðàâíåíèè (1.11) ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîíöåíòðàöèþ,

åñëè ìû èìååì äåëîì â áîëüøèì àíñàìáëåì íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ áåçèíåðöè�

îííûõ ÷àñòèö.

Îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò äâèæåíèå ÷àñòèöû â íàïðàâëå�

íèè íîðìàëè ê ñòåíêå. Ïðîèíòåãðèðóåì �óíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïî dx

è dy, ïåðåõîäÿ òàêèì îáðàçîì ê �óêíöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè z-êîìïîíåíòû

êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, n(z,t) =
∫

n(~r,t)dxdy. Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, îäíîòî÷å÷�

íûé òåíçîð òóðáóëåíòíîé äè��óçèè çàâèñèò òîëüêî îò z-êîîðäèíàòû. Ïîýòîìó

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (1.11) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∂tn = ∂z[Dzz(z)∂zn]. (1.12)

Ýâîëþöèÿ óñðåäíåííîãî ïîëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ñ íóëåâîé èíåðöèåé (ïàññèâ�

íîãî ñêàëÿðà) â âÿçêîì ïîãðàíè÷íîì ïîäñëîå, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (1.12)

ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè (1.5), áûëà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ñåðèè ðà�

áîò [33�35℄. Èç âñåõ îñîáåííîñòåé òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà áåçûíåðöèîííûõ

÷àñòèö äëÿ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ âàæåí ëèøü òîò �àêò, ÷òî â ïðåäåëå íóëåâîé

èíåðöèè îáëàñòü ìèíèìóìà òóðáóëåíòíîñòè íè÷åì íå âûäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) îäíîðîäíî, à çíà÷èò áåçèíåðöèîííûå ÷à�

ñòèöû âûíîñÿòñÿ èç ïðèñòåííîé îáëàñòè, ñòðåìÿñü çàïîëíèòü âåñü èìåþùèéñÿ

îáúåì. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, èíåðöèÿ ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ñèòóàöèþ.

1.4 ×àñòèöû ñî ñðåäíåé èíåðöèåé,

√
St . 1

Óðàâíåíèå (1.11) áûëî ïîëó÷åíî èç ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

(1.6) â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî (à) âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû ìíîãî ìåíü�
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øå âðåìåíè êîððåëÿöèè ïîòîêà, (á) âðåìÿ êîððåëÿöèè ïîòîêà ìíîãî ìåíüøå

õàðàêòåðíîãî âðåìåíè èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû. Ïåðâîå óñëîâèå äàëî

íàì ïðàâî ïðåíåáðå÷ü óñêîðåíèåì ÷àñòèöû è ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ

(1.9), à âòîðîå ïîçâîëèëî ñ÷èòàòü �ëóêòóàöèîííóþ êîìïîíåíòó ïîëÿ ñêîðîñòè

æèäêîñòè äåëüòà-êîððåëèðîâàíîé âî âðåìåíè è èñïîëüçîâàòü �îðìàëèçì Ôîê�

êåðà-Ïëàíêà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèëè äâà ïðåäåëüíûõ

ïåðåõîäà: ñíà÷àëà τ → 0, à çàòåì τc → 0.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê àíàëèçó áîëåå íåòðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà âðåìÿ

êîððåëÿöèè τc è âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ ìîãóò áûòü îäíîãî ïîðÿäêà. Íàøåé êîíå÷�

íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîå óðàâíåíèå íà �óíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

n(~r,t) äëÿ ÷àñòèöû ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì Ñòîêñà. Êàê è ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ

(1.11), ìû ðàññìîòðèì äâîéíîé ïðåäåë τ,τc → 0, îäíàêî â ýòîò ðàç ïðåäåëüíûå

ïåðåõîäû äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íå ïîñëåäîâàòåëüíî îäèí çà äðóãèì, à îäíî�

âðåìåííî, ÷òîáû îòíîøåíèå τ/τc îñòàâàëîñü �èêñèðîâàííûì. Â êîíöå âû÷èñëå�

íèé áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ïðîöåäóðà �èçè÷åñêè îïðàâäàíà âî âñåì âÿçêîì

ïîäñëîå òîëüêî ïðè óñëîâèè

√
St . 1. Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà ñîîòâåòñòâóåò

ñîäåðæàíèþ ïóáëèêàöèè [24℄.

1.4.1 Ñîâìåñòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèöû è æèäêîñòè

Ïîñêîëüêó ïðè íåíóëåâîì ÷èñëå Ñòîêñà èíåðöèîííûå ý��åêòû ñòàíîâÿò�

ñÿ ñóùåñòâåííûìè, òî ïðåíåáðåãàòü óñêîðåíèåì ÷àñòèöû â óðàâíåíèè äâèæå�

íèÿ (1.6) óæå íåëüçÿ. Êðîìå òîãî, ìû íå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå ñêîðîñòè

æèäêîñòè äåëüòà-êîððåëèðîâàíî âî âðåìåíè. �àññìîòðèì âìåñòî ýòîãî ìîäåëü

ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè

〈u′
i(~r1,t1)u

′
j(~r2,t2)〉 =

1

τc
Dij(~r1,~r2)e

−|t1−t2|/τc, (1.13)

Èçëèøíå îáúÿñíÿòü, ÷òî ïðåäëàãàåìîå ñèíòåòè÷åñêîå ïîëå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ

äîâîëüíî ãðóáûì óïðîùåíèåì ðåàëüíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ñòàòèñòèêà �ëóêòóà�

öèé ñêîðîñòè â âÿçêîì ïîäñëîå òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ äàëåêà îò ãàóññîâîé [36℄,

à ýêñïîíåíöèàëüíûé êîððåëÿòîð (1.13) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèøü êàê óäîá�



19

íîå ïðèáëèæåíèå. Ìû, îäíàêî, ñòðåìèìñÿ ïðîñëåäèòü õîòÿ áû íà êà÷åñòâåííîì

óðîâíå, êàê èíåðöèîííûé îòêëèê ÷àñòèö âëèÿåò íà òóðáóëåíòíûé òðàíñïîðò â

ïðèñòåííîé îáëàñòè, è äëÿ ýòîé öåëè óêàçàííàÿ ìîäåëü âïîëíå ãîäèòñÿ. ßâíî

ââîäÿ â �îðìàëèçì âðåìÿ êîððåëÿöèè �ëóêòóàöèé, îíà ïîçâîëèò íàì äàëåêî

ïðîäâèíóòüñÿ â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ �îðìà êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè (1.13) îçíà÷àåò, ÷òî

äèíàìèêà �ëóêòóàöèé ïîëÿ ñêîðîñòè ìîæåò áûòü �îðìàëüíî îïèñàíà ñëåäóþ�

ùèì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

d~u′(~r,t)

dt
= − 1

τc
~u′(~r,t) +

1

τc
~ζ(~r,t), (1.14)

ãäå ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå

~ζ(~r,t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìûì (ò.å.

div ~ζ(~r,t) = 0) è îáëàäàþùèì íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì 〈ζi(~r,t)〉 = 0 è äåëüòà�

êîððåëèðîâàííûì âòîðûì ìîìåíòîì

〈ζi(~r1,t1)ζj(~r2,t2)〉 = 2Dij(~r1,~r2)δ(t1 − t2). (1.15)

Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé (1.14) è (1.15) ñëåäóåò, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ðå�

æèìå ïàðíûé êîððåëÿòîð ïîëÿ ñêîðîñòè ~u′(~r,t) èìååò âèä (1.13). Ñëîâîì, ìû

ìîäåëèðóåì �ëóêòóèðóþùóþ âî âðåìåíè êîìïîíåíòó òå÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðî�

öåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà [37℄ ñ êîððåëÿöèîííûì âðåìåíåì τc. Çàìåòèì, ÷òî

äåëüòà-êîððåëèðîâàííîå ïîëå

~ζ(~r,t) íå èìååò ÿâíîãî �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ýòî

âñïîìîãàòåëüíûé îáúåêò, ââåäåííûé íàìè, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè îáåñïå÷èòü çà�

ìêíóòîå îïèñàíèå ñèñòåìû "÷àñòèöà+æèäêîñòü" â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�

Ïëàíêà.

Îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ, ÷òî â íèæåñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ ðàäè

êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé ìû îïóêàåì ñèìâîë

′
â îáîçíà÷åíèè ~u′

äëÿ �ëóêòóè�

ðóþùåé êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè, èñïîëüçóÿ çàïèñü ~u. Êðîìå òîãî, ìû íå

ó÷èòûâàåì â ïðîìåæóòî÷íûõ �îðìóëàõ ñðåäíþþ êîìïîíåíòó òå÷åíèÿ

~U , ïðî�

ñòî äîáàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèé åé ÷ëåí â ïîëó÷èâøååñÿ â êîíöå âû÷èñëåíèé

òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå.
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Óäîáíî ïðåäñòàâèòü âåêòîðíûå ïîëÿ ~u è

~ξ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïðîñòðàí�

ñòâåííûõ ãàðìîíèê

~u(~r,t) =
N
∑

n=1

~ukn(t)ei
~kn~r, ~ζ(~r,t) =

N
∑

n=1

~ζkn(t)ei
~kn~r. (1.16)

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû è æèäêîñòè â öåëîì îïèñûâàåòñÿ íàáî�

ðîì èç 3N + 6 ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êîìïîíåíòû âåêòîðîâ

~r, ~v, ~uk1, ~uk2,...,~ukN
. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû çàïèñûâàþòñÿ â âèäå















































d~ukn(t)

dt
= − 1

τc
~ukn(t) +

1

τc
~ζkn(t), n = 1,...,N

d~r(t)

dt
= ~v(t),

d~v(t)

dt
= −1

τ
~v(t) +

1

τ
~u(~r(t),t).

(1.17)

Ââåäåì ñîâìåñòíóþ �óíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

P(~r, ~v, ~u, t) = 〈δ(~r − ~r(t))δ(~v − ~v(t))δ(~uk1 − ~uk1(t))...δ(~ukN − ~ukN (t))〉, (1.18)

ãäå ~r(t), ~v(t), ~uk1(t), ...,~ukN(t) ýòî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(1.17), à óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñòàòèñòèêå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

~ζ(~r, t). Ýòà

�óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

∂

∂t
P = −vi

∂

∂ri
P +

1

τ

∂

∂vi
(viP)− 1

τ

N
∑

n=1

ei
~kn~rukn

i

∂

∂vi
P +

1

τc

∂

∂ukn
i

(ukn
i P)+

+
1

2τ 2c

∂2

∂ukn
i ∂ukm

j

[(Dknkm
ij +Dkmkn

ji )P ], (1.19)

ãäå

Dknkm
ij =

∫

e−i~kn~r1−i~km~r2Dij(~r1,~r2)d
3r1d

3r2. (1.20)
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1.4.2 Âûâîä óðàâíåíèÿ íà êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö

Ôóíêöèÿ (1.18) îïèñûâàåò ïîëíóþ ñòàòèñòèêó êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, åå

ñêîðîñòè, à òàêæå ñêîðîñòè æèäêîñòè. Ìû, îäíàêî, íå èíòåðåñóåìñÿ ñòîëü äå�

òàëüíîé èí�îðìàöèåé î ñèñòåìå. Íàì âàæíî ïîíÿòü, êàê âåäåò ñåáÿ �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû n(~r,t). Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ñâÿçàíà ñ ïîëíîé

�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (1.18) ÷åðåç ðàâåíñòâî

n(~r,t) =

∫

P(~r, ~v, ~u, t)d3vd3Nu, (1.21)

ïîýòîìó íà ñëåäóþùåì øàãå âû÷èñëåíèé íàì ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç êèíåòè÷å�

ñêîãî óðàâíåíèÿ (1.19) ïåðåìåííûå ~uk1, ...,~ukN
è ~v.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (1.19) ïî d3vd3Nu, ìû íàõîäèì, ÷òî ðåäóöè�

ðîâàííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂tn = −∂ri[〈vi〉n], (1.22)

â êîòîðîì óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò âçâåøåííîå óñðåäíåíèå ïî ñêîðîñòÿì:

〈A〉 = (1/n)
∫

APd3vd3Nu. Ïðîèçâåäåíèå 〈vi〉n â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.22)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé i-þ êîìïîíåíòó ïîòîêà âåðîÿòíîñòè â êîîðäèíàòíîì ïðî�

ñòðàíñòâå. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.19) íà vi è èíòåãðèðóÿ ïî d3vd3Nu, ìû ïîëó�

÷àåì óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ ýòîé âåëè÷èíû

∂t[〈vi〉n] = −∂rj [〈vivj〉n]−
1

τ
〈vi〉n+

1

τ

N
∑

n=1

ei
~kn~r〈ukn

i 〉n. (1.23)

Äàëåå, ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ �óðüå-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè èç�

ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

∂t[〈ukn
i 〉n] = −∂rk [〈ukn

i vk〉n]−
1

τc
〈ukn

i 〉n. (1.24)
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Òåïåðü íàì íóæíî çíàòü êâàäðàòè÷íûå ìîìåíòû ñêîðîñòåé æèäêîñòè è ÷àñòèöû

∂t[〈vivj〉n] = −∂rk [〈vivjvk〉n]−
2

τ
〈vivj〉n+

+
1

τ

N
∑

n=1

ei
~kn~r
(

〈ukn
i vj〉+ 〈ukn

j vi〉
)

n, (1.25)

∂t[〈ukn
i vj〉n] = −∂rk [〈ukn

i vjvk〉n]−
1

τ
〈ukn

i vj〉n+

+
1

τ

N
∑

m=1

ei
~km~r〈ukn

i ukm
j 〉n− 1

τc
〈ukn

i vj〉n, (1.26)

∂t[〈ukn
i ukm

j 〉n] = −∂rk [〈ukn
i ukm

j vk〉n]−

− 2

τc
〈ukn

i ukm
j 〉n+

1

τ 2c
(Dknkm

ij +Dkmkn
ji )n. (1.27)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìû ñòîëêíóëèñü ñ ïðîáëåìîé çàìûêàíèÿ: ëþáàÿ êîíå÷�

íàÿ ïîäñèñòåìà áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû

�ëóêòóèðóþùèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âûâåñòè òî÷�

íîå çàìêíóòîå óðàâíåíèå íà ðåäóöèðîâàííóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ n(~r, t),

ê êîòîðîìó ìû ñòðåìèìñÿ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî, ïðîáëåìà

çàìûêàíèÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðèáëèæåííûì îáðàçîì, åñëè èìååò ìåñòî ðàç�

äåëåíèå âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ, à èìåííî, åñëè õàðàêòåðíûé ìàñøòàá âðåìåíè,

íà êîòîðîì ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, ìíîãî áîëüøå âðåì¼í,

ñâÿçàííûõ ñ äèíàìèêîé ñêîðîñòåé ÷àñòèöû è æèäêîñòè. Òîãäà öåíîé îòêàçà îò

âîçìîæíîñòè îïèñàòü ïîâåäåíèå ÷àñòèöû íà ìàëûõ âðåìåíàõ, ìû ìîæåì âû�

âåñòè çàìêíóòîé óðàâíåíèå íà ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðèâåäåííàÿ

íèæå ïðîöåäóðà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó äëÿ èíåð�

öèîííîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â ðåæèìå ñèëüíîãî òðåíèÿ.

Ôîðìàëüíî, ìû äîëæíû âçÿòü ïðåäåë τ,τc → 0, óäåðæèâàÿ îòíîøåíèå

St = τ/τc ïîñòîÿííûì. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòà ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé

ïåðåìåííîé, â òî âðåìÿ êàê ñêîðîñòè ÷àñòèöû è æèäêîñòè ýòî áûñòðûå ïåðåìåí�



23

íûå. Èç óðàâíåíèé (1.23-1.27) ïðè t ≫ τc,τ ìû íàõîäèì â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè

〈vi〉n ≈ −τ∂rj [〈vivj〉n] +
N
∑

n=1

ei
~kn~r〈ukn

i 〉n, (1.28)

〈ukn
i 〉n ≈ −τc∂rk [〈ukn

i vk〉n], (1.29)

〈vivj〉 ≈ 1

2

N
∑

n=1

ei
~kn~r
(

〈ukn
i vj〉+ 〈ukn

j vi〉
)

, (1.30)

〈ukn
i vj〉 ≈ τc

τ + τc

N
∑

m=1

ei
~km~r〈ukn

i ukm
j 〉, (1.31)

〈ukn
i ukm

j 〉 ≈ 1

2τc
(Dknkm

ij +Dkmkn
ji ). (1.32)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (1.31) è (1.32) ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà Dij(~r,~r) = Dji(~r,~r) â

óðàâíåíèå (1.30), ìû íàõîäèì ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò äëÿ êâàäðàòè÷íîãî

ìîìåíòà ñêîðîñòè ÷àñòèöû

〈vivj〉 ≈
1

τ + τc
Dij(~r,~r). (1.33)

÷òî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ñóùåñòâóþùèìè ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíûìè

ìîäåëÿìè òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà [9; 16; 38�40℄.

Äàëåå, ïîäñòàíîâêà �îðìóë (1.29), (1.31), (1.32) è (1.33) â óðàâíåíèå (1.28)

äàåò çàìêíóòîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè

〈vi〉n ≈ −Dij(~r, ~r)∂rjn− St

1 + St
n∂rjDij(~r, ~r), (1.34)

ïðè âûâîäå êîòîðîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì ∂rkDik(~r
′, ~r) =

∂rkDki(~r, ~r
′) = 0, ïðÿìî ñëåäóþùèì èç íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè. Ïåðâîå ñëàãà�

åìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.34) ïðîïîðöèîíàëüíî ãðàäèåíòó �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

è ñîîòâåòñòâóåò, î÷åâèäíî, òóðáóëåíòíîé äè��óçèè. Âòîðîé âêëàä ïðîïîðöèî�

íàëåí ãðàäèåíòó êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òóðáî�îðè÷åñêèé ïîòîê âåðîÿòíîñòè â íàïðàâëåíèè ìèíèìóìà èíòåíñèâíîñòè

òóðáóëåíòíîñòè.
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Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ (1.34) â (1.22) è äîáàâëÿÿ ïåðåíîñ, îáóñëîâëåííûé

ñðåäíåé êîìïîíåíòîé òå÷åíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

∂tn =
St

1 + St
∂ri∂rj [Dijn] +

1

1 + St
∂ri[Dij∂rjn] + ∂ri[Uin]. (1.35)

Ýòî è åñòü èñêîìîå òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì

Ñòîêñà. Êàê òîìó è ñëåäóåò áûòü, îíî ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå òóðáóëåíòíîé

äè��óçèè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà (1.11) â ïðåäåëå St → 0.

1.4.3 �àâíîâåñíûé ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè

Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî äâèæåíèåì ÷àñòèöû â ïåðïåíäèêóëÿð�

íîì ïî îòíîøåíèþ ê ñòåíêå íàïðàâëåíèè è ïîýòîìó ïåðåéäåì ê åùå áîëåå ðå�

äóöèðîâàííîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ n(z,t) =
∫

n(~r,t)dxdy. Ïîñêîëüêó ýëå�

ìåíòû òåíçîðà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè è ñðåäíåå òå÷åíèå çàâèñÿò òîëüêî îò

ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè, òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.35) ïî dxdy íàõî�

äèì

∂tn =
St

1 + St
∂2
z [Dzz(z)n] +

1

1 + St
∂z[Dzz(z)∂zn]. (1.36)

ãäå êîý��èöèåíò äè��óçèè äàåòñÿ �îðìóëîé (1.5). Ñòàöèîíàðíîå áåñïîòîêîâîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.36) èìååò ñòåïåííîé âèä

n ∝ z−
4 St

1+St . (1.37)

Ñèíãóëÿðíîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî êîý��èöèåíò äè��

�óçèè îáíóëÿåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè. Åñòåñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ñèíãó�

ëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïóòåì ó÷åòà ìîëåêóëÿðíîé äè��ó�

çèè è êîíå÷íîãî ðàçìåðà ÷àñòèöû. Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåííîé ïðî�èëü (1.37) áûë

ðàíåå ïîëó÷åí äðóãèì ìåòîäîì â ðàáîòå [41℄, ãäå, ê òîìó æå, ïîêàçàíî, ÷òî îí

íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà�

íèÿ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå [42; 43℄.

Ñðàçó æå íåîáõîäèìî îáñóäèòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ íàìè

ðåçóëüòàòîâ. Ôîðìàëüíî, èñêëþ÷åíèå èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.19) ñêîðî�
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ñòåé ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ïåðåõîäó ê ïðåäåëó τ, τc → 0. Ýòîò ïåðåõîä

îïðàâäàí, åñëè õàðàêòåðíûé ìàñøòàá âðåìåíè, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ êîîðäè�

íàòà ÷àñòèöû, è âðåìåíà τ è τc, îïðåäåëÿþùèå äèíàìèêó ñêîðîñòè ÷àñòèöû

è �ëóêòóèðóþùåé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîòîêà, õîðîøî ðàçäåëåíû, à èìåííî:

ïðè ëþáûõ (íå ñëèøêîì ýêñòðåìàëüíûõ) íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ �óíêöèÿ ðàïðåäå�

ëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà áûñòðî (çà âðåìÿ ïîðÿäêà

max(τ,τc)) ïðèõîäèò â ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ñ ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ

òóðáóëåíòíîñòè, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò áîëåå ìåäëåííûé äè��óçèîííûé ïðî�

öåññ ýâîëþöèè êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, êîòîðûé è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.35)

ïðè t ≫ τ,τc. Ëîêàëüíîñòü ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå

îò÷åòëèâà âèäíà èç óðàâíåíèÿ (1.33), êîòîðîå ãîâîðèò íàì, ÷òî ñðåäíåêâàäðà�

òè÷íîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû â íåêîòîðîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâ�

íîñòè òóðáóëåíòíîñòè â ýòîé òî÷êå. Ôèçè÷åñêè ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âðåìÿ

ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû τ è âðåìÿ êîððåëÿöèè ïîòîêà τc ìíîãî ìåíüøå

÷åì âðåìÿ τ̃ , íåîáõîäèìîå ÷àñòèöå, ÷òîáû "ïî÷óâñòâîâàòü" íåîäíîðîäíîñòü. Ïî�

ñëåäíèé ìàñøòàá âðåìåíè ìîæíî îöåíèòü êàê îòíîøåíèå õàðàêòåðíîé äëèíû

íåîäíîðîäíîñòè ê òèïè÷íîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû â íàïðàâëåíèè íåîäíîðîäíîñòè.

Ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü òóðáóëåíòíîñòè îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì, òî

ìàñøòàá íåîäíîðîäíîñòè ýòî ïðîñòî ðàññòîÿíèå äî ñòåíêè z. Îöåíèâàÿ èç (1.33)

òèïè÷íóþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â z-íàïðàâëåíèè êàê ṽz ∼ z2
√

µ/(τ + τc), ïîëó÷àåì

τ̃ ∼ z/ṽz ∼ z−1
√

(τ + τc)/µ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîãî ðàâíîâå�

ñèÿ ñàìîñîãëàñîâàíî ïðè óñëîâèè

z ≪ z∗ ∼
√

(1 + St)τ

Stµ
min(τ−1,τ−1

c ). (1.38)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè τc ∼ L/UL è µ ∼ UL/L
3
, ìîæíî âûðàçèòü z∗ ÷åðåç òîëùèíó

âÿçêîãî ïîäñëîÿ è ÷èñëî Ñòîêñà

z∗ ∼ L
√
1 + Stmin(St−1 ,1), (1.39)

÷òî äàåò z∗ ∼ L äëÿ

√
St . 1, è z∗ ∼ L/

√
St ïðè

√
St ≫ 1. Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå,

÷òî ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî �îðìóëà (1.37) àäåêâàòíî îïèñûâàåò ðàâíîâåñ�

íûé ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â âÿçêîì ïîäñëîå ïðè óñëîâèè√
St . 1. Åñëè æå

√
St ≫ 1, òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ òîëüêî â óçêîé îáëà�
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ñòè z ≪ L/
√
St, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåé ê ñòåíêå. Àíàëîãè÷íîå óñëîâèå

ïðèìåíèìîñòè ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â

ïðèñòåííîé îáëàñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî â ðàáîòå [15℄.

1.4.4 Ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ ïî ÷èñëó Ñòîêñà

Êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ (1.37), ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ èíåðöèÿ âåäåò ê ïîÿâ�

ëåíèþ ìàêñèìóìà êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà ñòåíêå â ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîâåñíîì

ñîñòîÿíèè. ×òî ìû ìîæåì ñêàçàòü î íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññàõ òóðáóëåíòíîãî

òðàíñïîðòà â ïðèñòåííîé îáëàñòè? Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè â

ñðåäíåì äðåé�óåò ÷àñòèöà, ïîìåùåííàÿ îêîëî ñòåíêè, ïðè óñëîâèè, ÷òî åå íà�

÷àëüíàÿ ñêîðîñòü íå ñëèøêîì âåëèêà è îíà íå ìîæåò ñðàçó æå ïîêèíóòü âÿçêèé

ïîäñëîé â áàëëèñòè÷åñêîì ðåæèìå. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â íîðìà�

ëèçàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ïîñòðîåííîãî íàìè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ. Ñòåïåííîé

ïðî�èëü (1.37) íå íîðìèðóåì íà áåñêîíå÷íîñòè ïðè St < 1/3 è íîðìèðóåì, åñ�

ëè St > 1/3. Ïîâåäåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñòåíêè âñåãäà

ñèíãóëÿðíî, íî ýòà ñèíãóëÿðíîñòü èíòåãðèðóåìà ïðè St < 1/3 è íå èíòåãðè�

ðóåìà, åñëè St > 1/3. Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ÷èñëà

Ñòîêñà ðàâíîì 1/3 ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ. ×àñòèöû

ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé èíåðöèåé, ïîìåùåííûå â îáëàñòü z ≪ z∗, èìåþò òåí�

äåíöèþ ñêàïëèâàòüñÿ âáëèçè ñòåíêè, à ñëàáîèíåðöèîííûå ÷àñòèöû ïîêèäàþò

âÿçêèé ïîäñëîé.

Ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà, êîòîðàÿ ñòîèò çà ýòèì äèíàìè÷åñêèì �àçîâûì ïå�

ðåõîäîì, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè äèàïàçîíå

÷èñåë Ñòîêñà (

√
St . 1), äëÿ êîòîðîãî îïðàâäàíî ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ, ïðèâåäøåå íàñ ê ãðàäèåíòíîìó òðàíñïîðòíîìó óðàâíåíèþ (1.35),

äèíàìèêà ÷àñòèöû óïðàâëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì äâóõ ý��åêòîâ - òóðáó�

ëåíòíîé äè��óçèè è òóðáî�îðåçà. Ïðè ìàëîé èíåðöèè (St < 1/3) òóðáî�îðåç,

"ïðèòÿãèâàþùèé" ÷àñòèöû ê ñòåíêå, íå ìîæåò ñêîìïåíñèðîâàòü äè��óçèþ, êî�

òîðàÿ ñòðåìèòñÿ ðàçìåøàòü ÷àñòèöû ðàâíîìåðíî ïî âñåìó îáúåìó. Îäíàêî, òóð�

áî�îðåç ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ÿðêî âûðàæåííûì ñ ðîñòîì ÷èñëà Ñòîêñà

è â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîáåæäàåò òóðáóëåíòíóþ äè��óçèþ, çàïèðàÿ äîñòàòî÷íî
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èíåðöèîííûå ÷àñòèöû (St > 1/3) â âÿçêîì ïîäñëîå. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò,

÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ èíåðöèîííûå ÷àñòèöû, âáðîøåííûå â âÿçêèé

ïîãðàíè÷íûé ïîäñëîé, âûìûâàþòñÿ â îñíîâíîé îáúåì òóðáóëåíòíîñòè íàìíîãî

ìåäëåííåå ÷åì ïàññèâíûé ñêàëÿð.

1.5 Ñèëüíî èíåðöèîííûå ÷àñòèöû,

√
St ≫ 1

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíî�

ãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ÷àñòèö â âÿçêîì ïîãðàíè÷íîì ïîäñëîå ðàáîòàåò òîëüêî ïðè

óñëîâèè íå ñëèøêîì áîëüøèõ ÷èñåë Ñòîêñà,

√
St . 1. Åñëè æå

√
St ≫ 1, òî

îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ òîíêèì

ñëîåì z ≪ L/
√
St, ãäå òåëî ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì

îáðàçîâàíî ÷àñòèöàìè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ëîêàëüíîì ðàâíîâåñèè â òóðáóëåíò�

íîñòüþ. Ýòè ÷àñòèöû ìîãóò áûòü íàçâàíû äè��óçèîííûìè, ïîñêîëüêó õàðàê�

òåðíàÿ äëèíà èõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè. �àâíî�

âåñíûé ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè äè��óçèîííûõ ÷àñòèö (1.37) â ãëàâíîì ïîðÿäêå

íå çàâèñèò îò ñòåïåíè íåóïðóãîñòè ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé.

×àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ â îáëàñòè z ≫ L/
√
St, äàëåêè îò ðàâíîâåñèÿ ñ

ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ �ëóêòóàöèé òå÷åíèÿ, òàê êàê îáëàäàþò äîñòàòî÷�

íîé ýíåðãèåé, ÷òîáû äîñòè÷ü ïîâåðõíîñòè ñòåíêè áàëëèñòè÷åñêè. Äëÿ îòâåòà íà

âîïðîñ î ëîêàëèçàöèîííûõ ñâîéñòâàõ â ïðåäåëå áîëüøîãî ÷èñëà Ñòîêñà, íåîá�

õîäèìî ïîñòðîèòü ðàâíîâåñíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òàêèõ ÷àñòèö, ÷òî è

ïðåäñòàâëÿåò îñíîâíóþ çàäà÷ó íàñòîÿùåãî ïîäðàçäåëà. Çàáåãàÿ âïåðåä, ñ�îð�

ìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàøåãî àíàëèçà, êîòîðûé òàêæå èçëîæåí â ðà�

áîòå [20℄. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

íà �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ÷àñòèöû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

äèññèïàöèåé çà ñ÷åò âÿçêîãî òðåíèÿ è ïåðåéòè ê ïðèáëèæåíèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî

óñêîðåíèÿ, ïîýòîìó ÷àñòèöû â îáëàñòè z ≫ L/
√
St ìû áóäåì íàçûâàòü ñòî�

õàñòè÷åñêè óñêîðÿåìûìè. Îêàçûâàåòñÿ, ðàâíîâåñíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòîõàñòè÷åñêè óñêîðÿåìûõ ÷àñòèö ñóùåñòâóåò íå âñåãäà, à òîëüêî ïðè äîñòàòî÷�

íî ìàëîì β. Ïðè β > βc, ãäå β ≈ 0,163, ó óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïîïðîñòó

íåò ðåøåíèÿ ñ íåíóëåâûì ïîòîêîì. Åñëè æå β < βc, òî ðàâíîâåñíûé ïðî�èëü
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êîíöåíòðàöèè ñëó÷àéíî óñêîðÿåìûõ ÷àñòèö ñóùåñòâóåò è èìååò ñòåïåííîé âèä

ñ ïîêàçàòåëåì, êîòîðûé çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè β.

Ýòîò ïðî�èëü íîðìèðóåì ïðè z → ∞, à çíà÷èò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå β = βc

ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ.

1.5.1 Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà ñ íåóïðóãèì ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì íà ñòåíêå

Ïåðåéäåì ê �îðìóëèðîâàíèþ îñíîâíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîé íàìè

ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðè τc ≪ τ ìû ìîæåì ñ÷èòàòü �ëóêòóàöèè ñêîðîñòè

æèäêîñòè â ñòîõàñòè÷åñêîì óðàâíåíèè äèíàìèêè (1.6) äåëüòà-êîððåëèðîâàííû�

ìè âî âðåìåíè. Òîãäà ñîâìåñòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû è ñêîðî�

ñòè ÷àñòèöû

ρ(~r, ~v, t) = 〈δ(~r − ~r(t))δ(~v − ~v(t))〉 (1.40)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

∂tρ = −vi∂riρ+
1

τ
∂vi(viρ) +

1

τ 2
Dij(~r,~r)∂vi∂vjρ. (1.41)

êîòîðîå ìîæíî òàêæå âûâåñòè èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.19) íà ñîâìåñò�

íóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèöû è æèäêîñòè (1.18), åñëè â ïðåäåëå τc → 0

èñêëþ÷èòü èç íåãî ïåðåìåííûå, íåñóùèå èí�îðìàöèþ î äâèæåíèè æèäêîñòè.

Çäåñü ìû îïóñêàåì ÷ëåí, ñâÿçàííûé ñ ïåðåíîñîì ñðåäíèì òå÷åíèåì âäîëü ñòåí�

êè, ïîñêîëüêî äëÿ ïîñëåäóþùåãî îí íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.41), äëÿ ðåäóöèðîâàííîé �óíêöèè ðàñïðåäåëå�

íèÿ ρ(z,vz,t) =
∫

ρ(~r, ~v, t)dxdydvxdvy, ñîîòâåòñòâóþùåé äâèæåíèþ ÷àñòèöû â

ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñòåíêå íàïðàâëåíèè, ìû ïîëó÷àåì

∂tρ = −vz∂zρ+
1

τ
∂vz(vzρ) +

1

τ 2
Dzz(z)∂

2
vz
ρ. (1.42)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ïîâåðõ�

íîñòè ñòåíêè. Êàê îáñóæäàëîñü â ïóíêòå 1.2, ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðè êàæäîì

ñòîëêíîâåíèè ñî ñòåíêîé ÷àñòèöà òåðÿåò îïðåäåëåííóþ ÷àñòü íîðìàëüíîé êîì�
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ïîíåíòû ñêîðîñòè, ñì. (1.7). Òîãäà

ρ(0,vz) = β−2ρ(0,− β−1vz), ïðè vz > 0. (1.43)

Ìíîæèòåëü β−2
â óðàâíåíèè (1.43) ñâÿçàí ñ ñîõðàíåíèåì âåðîÿòíîñòè: îòðà�

æåííûé ïîòîê âåðîÿòíîñòè ρvzdvz äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ vz äîëæåí ñîâïàäàòü ñ

ïàäàþùèì ïîòîêîì äëÿ −vz/β.

1.5.2 Îáëàñòü äè��óçèîííûõ ÷àñòèö

Õîòÿ òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïåðåíîñà êîíöåíòðà�

öèè äè��óçèîííûõ ÷àñòèö â îáëàñòè z ≪ L/
√
St åñòü íè÷òî èíîå êàê óðàâíåíèå

(1.35), âçÿòîå â ïðåäåëå St → ∞, â öåëÿõ ïðîâåðêè ïîëåçíî âûâåñòè ýòîò ðå�

çóëüòàò íàïðÿìóþ èç óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (1.41). �àññìîòðèì �óíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû

n(~r, t) =

∫

ρ(~r, ~v, t)d3v. (1.44)

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïî d3v, ìû ïîëó÷àåì

∂tn = −∂ri[〈vi〉n], (1.45)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå 〈A〉 = (1/n)
∫ +∞
−∞ Aρd3v. Ïðîèçâåäåíèå 〈~v〉n ïðåä�

ñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê âåðîÿòíîñòè â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. ×òîáû íàéòè

óðàâíåíèå íà ïîòîê, ìû óìíîæàåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà íà êîìïîíåíòó

ñêîðîñòè vi è ñíîâà èíòåãðèðóåì ïî d3v

∂t[〈vi〉n] = −∂rj [〈vivj〉n]−
1

τ
〈vi〉n. (1.46)

Äàëåå íàì íóæíî çíàòü êâàäðàòè÷íûé ìîìåíò 〈vivj〉, êîòîðûé, êàê ëåãêî ïîêà�
çàòü, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂t[〈vivj〉n] = −∂rk [〈vivjvk〉n]−
2

τ
〈vivj〉n+

2

τ 2
Dij(~r,~r)n. (1.47)
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Êàê è ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîïûòêà èñêëþ÷èòü ñêîðîñòü èç êèíåòè÷åêîãî óðàâ�

íåíèÿ ïðèâîäèò íàñ ê ïðîáëåìå çàìûêàíèÿ: ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó

ñöåïëåííûõ óðàâíåíèé ýâîëþöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñêîðîñòè. Ïðèáëè�

æåííî ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñêîðîñòü ÷àñòèöû áûñòðî

ðåëàêñèðóåò ê ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, êîòîðîå äèêòóåòñÿ èíòåí�

ñèâíîñòüþ òóðáóëåíòíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, à çàòåì

åå êîîðäèíàòà ïðåòåðïåâàåò áîëåå ìåäëåííûé ïðîöåññ äè��óçèè. Îòìåòèì, ÷òî

óðàâíåíèå (1.41) àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ èíåðöèîííîé áðî�

óíîâñêîé ÷àñòèöû â ñðåäå ñ íåîäíîðîäíîé òåìïåðàòóðîé. Îïèñàííàÿ íèæå ïðî�

öåäóðà âûâîäà çàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ íà �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû

ñîîòâåòñòâóåò àäèàáàòè÷åñêîìó èñêëþ÷åíèþ ñêîðîñòè áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû â

ïðåäåëå ñèëüíîãî òðåíèÿ è ñëàáîé íåîäíîðîäíîñòè [23;44; 45℄.

Â ïðåäåëå τ → 0 èç óðàâíåíèé (1.46) è (1.49) íàõîäèì

〈vi〉n ≈ −τ∂rj [〈vivj〉n], (1.48)

〈vivj〉 ≈
1

τ
Dij(~r,~r). (1.49)

Ñëåäîâàòåëüíî ïîòîê âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü âûðàæåí êàê

〈vi〉n ≈ −∂rj [Dij(~r,~r)n], (1.50)

÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1.45) è äîáàâëåíèÿ òðèâèàëüíîãî âêëàäà îò ñðåäíåãî

òå÷åíèÿ äàåò íàì óðàíåíèå

∂tn = ∂ri∂rj [Dijn] + ∂ri[Uin], (1.51)

ñïðàâåäëèâîå ïðè t ≫ τ . Êàê ìû è îæèäàëè, ðîâíî òàêîå æå óðàâíåíèå ïîëó�

÷àåòñÿ èç (1.35) â ïðåäåëå St → ∞. Ïðîèíòåãðèðîâàâ (1.51) ïî dx è dy, ìîæíî

ïîëó÷èòü òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ (1.36) äëÿ �óíêöèè ðàñ�

ïðåäåëåíèÿ z-êîîðäèíàòû ÷àñòèöû

∂tn = ∂2
z [Dzz(z)n]. (1.52)
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Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì ðàâíîâåñíûé ïðî�èëü

n ∝ 1

z4
. (1.53)

Âûâîä óðàíåíèÿ (1.51) îïèðàëñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñòàòèñòèêà ñêî�

ðîñòè ÷àñòèöû ïðåáûâàåò â ëîêàëüíîì ðàâíîâåñèè ñ �ëóêòóàöèÿìè ñêîðîñòè

æèäêîñòè. Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ÷àñòèöå, ÷òîáû îùóòèòü íåîäíîðîäíîñòü òóð�

áóëåíòíîñòè, îöåíèâàåòñÿ êàê τ̃ ∼ z/ṽz, ãäå õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â

z-íàïðàâëåíèè, èçâëå÷åííàÿ èç �îðìóëû (1.49), åñòü ṽz ∼ z2
√

µ/τ . Íåðàâåí�

ñòâî τ ≪ τ̃ , îïðàâäûâàþùåå íàøè âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê óñëîâèå

íà êîîðäèíàòó

z ≪ z∗ ∼ L√
St

. (1.54)

Òî åñòü óðàâíåíèå (1.51) è ñëåäóþùåå èç íåãî ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå (1.53)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî â îáëàñòè z ≪ L/
√
St.

1.5.3 Îáëàñòü ñòîõàñòè÷åñêè óñêîðÿåìûõ ÷àñòèö

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáëàñòü z ≫ L/
√
St, â êîòîðîé ñòàòèñòèêà ñêîðîñòè

÷àñòèöû äàëåêà îò ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñ òóðáóëåíòíîñòüþ. Ïðè |vz| ≫ z/τ

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ÷ëåíîì â óðàâíåíèè Ôîêêåðà-Ïëàíêà (1.42) è â ñòà�

öèîíàðíîì ñëó÷àå ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ

− vz∂zρ+
µ

τ 2
z4∂2

vzρ = 0. (1.55)

Ïîñëå àâòîìîäåëüíîé ïîäñòàíîâêè

ρ = z−5ah(ζ), ζ =
5τ 2v3z
9µz5

, (1.56)

ãäå a ýòî ïàðàìåòð àâòîìîäåëüíîñòè, ïîëó÷àåì

ζ∂2
ζh+ (2/3 + ζ) ∂ζh+ ah = 0. (1.57)
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Èç óðàâíåíèÿ (1.55) õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ṽz íà çàäàííîì ðàññòî�

ÿíèè z îò ñòåíêè îöåíèâàåòñÿ êàê ṽz ∼ µ1/3τ−2/3z5/3. Çíà÷èò îáëàñòü �àçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà |vz| . z/τ , â êîòîðîé âòîðîé ÷ëåí â óðàâíåíèè Ôîêêåðà-Ïëàí�

êà (1.42) ñóùåñòâåíåí, íàìíîãî óæå (â íàïðàâëåíèè îñè vz) ÷åì òåëî �óíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòè ïðè z ≫ L/
√
St. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.57) ïðè âñåõ ζ (âñåõ vz) ñ÷èòàÿ, ÷òî ñàìî îíî è åãî ïðîèç�

âîäíûå íåïðåðûâíû â òî÷êå ζ = 0. Îòìåòèì, ÷òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.55)

ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ äèíàìèêè

d~v

dt
=

1

τ
~u(~r(t),t), (1.58)

òî åñòü ïðèáëèæåíèþ ñëó÷àéíîãî óñêîðåíèÿ â îòñóòñòâèè âÿçêîé ðåëàêñàöèè

ñêîðîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî âÿçêàÿ äèññèïàöèÿ íå èãðàåò

ðîëè â �îðìèðîâàíèè òåëà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòè íà ðàññòîÿíèÿõ

z ≫ L/
√
St îò ñòåíêè.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.57) äàåòñÿ âûðîæäåííûìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè

�óíêöèÿìè: �óíêöèåé ÊðóììåðàM(a,2/3,−ζ) è �óíêöèåé Òðèêîìè U(a,2/3,−
ζ). Òàê êàê �óíêöèÿ M(a,2/3, − ζ) ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ïðè áîëüøèõ

îòðèöàòåëüíûõ ζ, òî ìû äîëæíû âûáðàòü h = U(a,2/3,−ζ) äëÿ ζ < 0. Ïðè ïîëî�

æèòåëüíûõ ζ �óíêöèÿ h äàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé �óíêöèé M(a,2/3,− ζ)

è U(a,2/3,− ζ). Ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè h è åå ïðîèçâîäíûå ïî vz ïðè

ζ = +0 è ζ = −0, ïîëó÷àåì

h =
2√
3
ImU(a,2/3,− ζ) +

Γ(1/3)

Γ(a+ 1/3)
M(a,2/3,− ζ),

åñëè ζ > 0. Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ �óíêöèéM è U ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ èõ àðãóìåíòà ìû íàõîäèì

h ≈ |ζ|−a, ζ < 0, (1.59)

h ≈ 2√
3

{

sin(πa) + sin

[(

2

3
− a

)

π

]}

ζ−a, ζ > 0. (1.60)

Åñëè ðàññìîòðåòü îáëàñòü |vz| ≫ µ−1/2τ−3/2 ∼ UL/ St
3/2
, z . 1/

√
µτ ∼

L/
√
St, òî âåäóùèì ÷ëåíîì â óðàâíåíèè (1.42) áóäåò ïåðåíîñ vz∂zρ, ñîîòâåòñòâó�

þùèé áàëëèñòè÷åñêîìó äâèæåíèþ áûñòðûõ ÷àñòèö. Ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ ρ
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ÿâëÿåòñÿ z-íåçàâèñèìîé â ýòîé ÷àñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è õâîñòû (1.59,

1.60) ìîæíî ïðîòÿíóòü âïëîòü äî ïîâåðõíîñòè ñòåíêè, ÷òî äàåò

ρ(vz) =
2√
3

{

sin(πa) + sin

[(

2

3
− a

)

π

]}

ρ(−vz), (1.61)

ïðè z = 0 è vz ≫ µ−1/2τ−3/2
. Ñðàâíåíèå âûðàæåíèÿ (1.61) ñ íåóïðóãèì ãðàíè÷�

íûì óñëîâèåì (1.43) âåäåò ê çàìå÷àòåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

sin(πa)− sin[π(a− 2/3)]

sin(2π/3)
= β3(a−2/3). (1.62)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïàðàìåòð àâòîìîäåëüíîñòè a â çàâèñèìîñòè îò

êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè β.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî β óðàâíåíèå (1.62) èìååò ðåøåíèå a =

2/3. Îäíàêî, ýòî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà àâòîìîäåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâî�

ìó ïîòîêó ÷àñòèö îò ñòåíêè,

∫

ρ(z,vz)vzdvz 6= 0. Íàñ æå èíòåðåñóåò ðàâíîâåñíîå

ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ íà òîé âåòâè ðåøåíèé a(β) óðàâíå�

íèÿ (1.62), ÷òî íà÷èíàåòñÿ ñ a = 5/6 äëÿ β → 0 è ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì

β. Ïðè β → βc, ãäå

βc = exp

(

− π√
3

)

≈ 0.163, (1.63)

ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê ïîòîêîâîìó ñëó÷àþ a = 2/3. Åñëè êîý��èöèåíò âîññòà�

íîâëåíèÿ ñêîðîñòè β ñòàíîâèòñÿ áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ βc, òî ðàññìàò�

ðèâàåìîå ðåøåíèå âîâñå òåðÿåò �èçè÷åñêèé ñìûñë, òàê êàê a < 2/3 è èíòåãðàë
∫

ρ(z,vz)vzdvz ðàñõîäèòñÿ, êàê ýòî âèäíî èç àñèìïòîòèê (1.59, 1.60). Òàêèì îáðà�

çîì, ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè óñëîâèè β < βc.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîîðäèíàòå âåäåò ñåáÿ ñòåïåííûì

îáðàçîì

n ∝ 1

z5(a(β)−1/3)
(1.64)

è íîðìèðóåìà, îáåñïå÷èâàÿ ëîêàëèçàöèþ ÷àñòèöû îêîëî ñòåíêè. Ïðè β > βc

ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ïåðåñòàåò ñóùåñòâîâàòü è ïðîèñõîäèò äåëîêàëèçàöèÿ.
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1.5.4 �àâíîâåñíûé ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè

Èòàê, �îðìóëû (1.53) è (1.64) îïèñûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàâ�

íîâåñíîãî ïðî�èëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ñ áîëüøèì ÷èñëîì Ñòîêñà â âÿçêîì

ïîäñëîå íà ìàëûõ è áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñòåíêè, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ íà�

ãëÿäíîñòè ýòè ðåçóëüòàòû ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1.2. Ïðèìå÷à�

òåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî íåóïðóãîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âëèÿåò òîëüêî

íà ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè âäàëè îò ñòåíêè, â òî âðåìÿ êàê áëèæíÿÿ àñèìïòî�

òèêà íå ÷óâñòâèòåëüíà ê β. ×åì áîëåå äàëåêóþ îò ñòåíêè îáëàñòü ìû ðàññìàò�

ðèâàåì, òåì ñèëüíåå ÷àñòèöû â íåé ÷óâñòâóþò ïðèñóòñòâèå íåóïðóãîé ñòåíêè!

z
-4

z
-b(  )b

z

n

L/ St

w
a
ll

L

�èñóíîê 1.2 � �àâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ñèëüíî èíåðöèîííûõ

÷àñòèö (

√
St ≫ 1) â âÿçêîì ïîäñëîå. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè b(β) ìîíîòîííî

ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 5/2 äî 5/3 ïðè èçìåíåíèè β îò +0 äî βc.

1.5.5 Íåóïðóãèé êîëëàïñ

Îáíàðóæåííûé íàìè ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ ïî ïàðàìåòðó

β (íåóïðóãèé êîëëàïñ) îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü âûíîñà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö ñ

áîëüøèì ÷èñëîì Ñòîêñà èç âÿçêîãî ïîäñëîÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ñèëüíî çà�

âèñèò îò ñòåïåíè äèññèïàòèâíîñòè èõ ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé. Ýòîò âûâîä íà�

õîäèò ïîäòâåðæäåíèå â ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ÷à�
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ñòèö â íåñæèìàåìîì äâóìåðíîì ïîëå ñêîðîñòè, ìèìèêðèðóþùåì âÿçêèé ïîä�

ñëîé. Ôëóêòóàöèîííàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â ðàññ÷åòíîé îáëàñòè x ∈ [0,L],

z ∈ [0,zmax] áûëà âûáðàíà â âèäå

u′
x =

L

π
(ξ1 cos

2πx

L
+ ξ2 sin

2πx

L
)z, (1.65)

u′
z = (ξ1 sin

2πx

L
− ξ2 cos

2πx

L
)z2 (1.66)

ãäå ξ1 è ξ2 ýòî ñëó÷àéíûå òåëåãðà�íûå ïðîöåññû ñ ïàðíûì êîððåëÿòîðîì

〈ξiξj〉 = δijµ/τc è îäèíàêîâûì øàãîì ïî âðåìåíè τc, êîòîðûé ìíîãî ìåíüøå

âðåìåíè ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû τ . Â ñèìóëÿöèÿõ ðåøàëîñü óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ (1.6) ñ ó÷åòîì íåóïðóãîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.7) è ïåðèîäè÷åñêèõ

óñëîâèé âäîëü x. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòèö (ïîðÿäêà 104) ñ

íóëåâûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè ïîìåùàëîñü íà ðàññòîÿíèè z ≪ 1/
√
µτ îò

ñòåíêè. ×àñòèöû, êîîðäèíàòà êîòîðûõ ïîñëå î÷åðåäíîãî øàãà ÷èñëåííîé ñõåìû

ïðåâûñèëà çíà÷åíèå zmax, ñ÷èòàëèñü óáåæàâøèìè èç âÿçêîãî ïîäñëîÿ. Îá èí�

òåíñèâíîñòè âûíîñà ÷àñòèö èç ïðèñòåííîé îáëàñòè ìîæíî ñóäèòü ïî âåëè÷èíå

Γ = 1/〈T 〉, ãäå T ýòî âðåìÿ íåîáõîäèìîå ÷àñòèöå, ÷òîáû äîáðàòüñÿ äî óðîâíÿ

z = zmax. Òåìï âûíîñà èç îáëàñòè z < zmax êàê �óíêöèÿ êîý��èöèåíòà âîññòà�

íîâëåíèÿ β èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 1.3 äëÿ zmax = 100 è 200. Ìû âèäèì, ÷òî Γ

âîçðàñòàåò íà ïîðÿäîê ïðè èçìåíåíèè β îò 0,163 (ãðàíèöà ïåðåõîäà ëîêàëèçà�

öèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ â òåîðèè) äî 1 (èäåàëüíî óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ). Îòìåòèì,

÷òî ïðè τc & τ íèêàêîé çàâèñèìîñòè òåìïà âûíîñà îò ïàðàìåòðà β íå íàáëþäàåò�

ñÿ, ïîñêîëüêó ÷àñòèöû, õàðàêòåðèçóåìûå íå ñëèøêîì áîëüøèì ÷èñëîì Ñòîêñà,

äâèæóòñÿ äè��óçèîííûì îáðàçîì è ðåäêî ñòàëêèâàþòñÿ ñî ñòåíêîé.
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�èñóíîê 1.3 � Òåìï âûíîñà ñèëüíî èíåðöèîííûõ ÷àñòèö (

√
St ≫ 1) èç îáëàñòè

z < zmax ñëó÷àéíîãî òå÷åíèÿ (1.65,1.66) ïðè zmax = 100 (êâàäðàòû) è

zmax = 200 (êðóãè) â çàâèñèìîñòè îò β.

1.6 Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäìåòîì îáñóæäåíèÿ â ýòîé ãëàâå áûëà äèíàìèêà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö,

ïîìåùåííûõ â âÿçêîé ïîãðàíè÷íûé ïîäñëîé òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Ïðîâåäåí�

íûé àíàëèç âûÿâèë îñîáåííîñòè òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà ÷àñòèö â âÿçêîì ïîä�

ñëîå âî âñåì äèàïàçîíå ÷èñëà Ñòîêñà, îò ïàññèâíîãî ñêàëÿðà äî ÷àñòèö ñ î÷åíü

áîëüøîé èíåðöèåé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

√
St . 1 íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âÿç�

êîãî ïîäñëîÿ ñïðàâåäëèâî ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîå ïðèáëèæåíèå, îçíà÷àþùåå ÷òî

ñòàòèñòèêà ñêîðîñòè ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ �ëóêòóàöèé â òîé

òî÷êå, ãäå ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ. Åñëè æå

√
St ≫ 1, òî îáëàñòü äåéñòâèÿ ëîêàëüíî�

ðàâíîâåñíîãî ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ òîíêèì ñëîåì ïîðÿäêà L/
√
St âáëè�

çè ñòåíêè, ãäå L ýòî øèðèíà âÿçêîãî ïîäñëîÿ, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ÷àñòèöû

äâèæóòñÿ â ðåæèìå ñòîõàñòè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ è äàëåêè îò ëîêàëüíîãî ðàâíî�

âåñèÿ ñ òóðáóëåíòíîñòüþ.

Ìû ïðîñëåäèëè çà òåì, êàê, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà Ñòîêñà, òóðáî�îðè�

÷åñêèé äðåé�, îáÿçàííûé ñâîèì ñóùåñòâîâàíèåì èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö, ñòàíî�

âèòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ñóùåñòâåííûì è â êîíå÷íîì ñ÷åòå "çàïèðàåò" ÷àñòèöû

â âÿçêîì ïîäñëå, êîãäà St ïåðåâàëèâàåò ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 1/3. Îä�
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íàêî, ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ÷èñëà Ñòîêñà èíåðöèÿ ÷àñòèö íà÷èíàåò èãðàòü

óæå ïðîòèâ ëîêàëèçàöèè. Îáëàñòü ìèíèìóìà èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé ñêî�

ðîñòè æèäêîñòè íå ìîæåò ñëóæèòü ý��åêòèâíîé ëîâóøêîé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè

óñêîðÿåìûõ ÷àñòèö, ïîñêîëüêó õàðàêòåðíàÿ äëèíà èõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìíîãî

áîëüøå ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè.

Òåì íå ìåíåå, ëîêàëèçàöèÿ â âÿçêîì ïîäñëîå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé è

äëÿ ñèëüíî èíåðöèîííûõ ÷àñòèö, åñëè ó÷åñòü ïîòåðþ èìè êèíåòè÷åñêîé ýíåð�

ãèè ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñî ñòåíêîé. Â ñëó÷àå ÷àñòèö ñ ìàëîé è ñðåäíåé èíåðöèåé

(

√
St . 1) ñòåïåíü íåóïðóãîñòè ñòîêíîâåíèé â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè âîîáùå íå

èãðàåò ðîëè â ñèëó äè��óçèîííîãî õàðàêòåðà èõ äâèæåíèÿ. Íàïðîòèâ, äëÿ ÷à�

ñòèö ñ î÷åíü áîëüøîé èíåðöèåé (

√
St ≫ 1) äèññèïàòèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ

ñî ñòåíêîé ìîæåò èìåòü âåñüìà áîëüøèå ïîñëåäñòâèÿ. Â ðàìêàõ ïðîñòåéøåé

ìîäåëè ñ ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû β è

äåëüòà-êîððåëèðîâàííîé âî âðåìåíè ñêîðîñòüþ æèäêîñòè, ìû ïðîäåìîíñòðèðî�

âàëè ý��åêò íåóïðóãîãî êîëëàïñà. Ñóòü ý��åêòà ñîñòîèò â ïðèñòåííîé ëîêàëè�

çàöèè ÷àñòèö, êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè êîòîðûõ ïðè ñòîëêíîâå�

íèè ñî ñòåíêîé ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ βc = exp(−π/
√
3) ≈ 0,163. Êàê

ìû óâèäèì â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ, íåóïðóãèé êîëëàïñ íå ÿâëÿåòñÿ óíèêàëü�

íîé ÷åðòîé äèíàìèêè ÷àñòèö â âÿçêîì ïîäñëîå, à ìîæåò ïðîèñõîäèòü òàêæå è

â äðóãèõ òèïàõ ñëó÷àéíûõ òå÷åíèé.
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�ëàâà 2. Äåëüòà-êîððåëèðîâàííîå ïîëå ñêîðîñòè ñî ñòåïåííûì

ïðî�èëåì èíòåíñèâíîñòè

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè äèíàìèêó ÷àñòèö â âÿçêîì ïîãðà�

íè÷íîì ïîäñëîå, òî åñòü íà ñàìîì ìàëîì ìàñøòàáå òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â

ïðèñòåííîé îáëàñòè. Ýòî ïðåäïîëàãàëî ñïåöè�è÷åñêóþ çàâèñèìîñòü êîý��è�

öèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè, çàëîæåííóþ â íàøó

ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü: Dzz ∝ z4. Íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå

ðàññìîòðåíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ðàçâèòîé

òóðáóëåíòíîñòè, ãäå, êàê èçâåñòíî, Dzz ∝ z. Áîëåå îáùî, ìîæíî ïîñòàâèòü âî�

ïðîñ î ëîêàëèçàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ÷àñòèö â ñëó÷àéíîì ïðèñòåííîì òå÷åíèè ñ

ïðîèçâîëüíîé âîçðàñòàþùåé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóà�

öèé îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè, òî åñòü

Dzz ∝ zm, (2.1)

ãäå m > 0. Èìåííî òàêàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîì ðàçäåëå, ìàòåðèàëîì

äëÿ êîòîðîãî ïîñëóæèëà íàøà íåäàâíÿÿ ïóáëèêàöèÿ [22℄.

Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðåäåëå áîëüøîé èíåðöèè (St → ∞), òîãäà ïîëå

ñêîðîñòè æèäêîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì âî âðåìåíè. Ñîâ�

ìåñòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû è íîðìàëüíîé ê ñòåíêå êîìïîíåí�

òû ñêîðîñòè ÷àñòèöû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

∂tρ = −vz∂zρ+
1

τ
∂vz(vzρ) +

1

τ 2
Dzz(z)∂

2
vz
ρ, (2.2)

ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

ρ(0,vz) = β−2ρ(0,− β−1vz), ïðè vz > 0, (2.3)

ñòðóêòóðà êîòîðîãî ó÷èòûâàåò íåóïðóãîñòü ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé, êàê ýòî

óæå îáñóæäàëàñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Íàì íóæíî ðàññìîòðåòü ðàâíîâåñíîå

ðåøåíèå ρ(z,vz) ñ�îðìóëèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è. Åñëè òàêîâîå ðåøåíèå ñó�

ùåñòâóåò è "õâîñò" ñîîòâåòñòâóþùåé ðåäóöèðîâàííîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

n(z) =
∫ +∞
−∞ ρ(z,vz)dvz íà áîëüøèõ z íîðìèðóåì, òî ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà âáëè�
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çè ñòåíêè. Îòñóòñòâèè ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èëè åå íåíîðìèðó�

åìîñòü áóäåò îçíà÷àòü äåëîêàëèçàöèþ.

2.1 Ïàðàìåòð èíåðöèè

Ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ áàëàíñîì

ìåæäó �ëóêòóàöèÿìè ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ñîîáùàåìûìè åé òóðáóëåíòíûì ïî�

òîêîì, è äèññèïàöèåé ýòèõ �ëóêòóàöèé çà ñ÷åò âÿçêîãî òðåíèÿ è íåóïðóãèõ

ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé. ×òîáû îöåíèòü ðîëü íåîäíîðîäíîñòè òóðáóëåíòíîñòè

â �îðìèðîâàíèè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòè íà çàäàííîì ðàññòî�

ÿíèè îò ñòåíêè, ïîëåçíî ââåñòè ñëåäóþùèé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

I(z) =

(

τ

τ̃(z)

)2/3

, (2.4)

ãäå, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, τ̃(z) ýòî õàðàêòåðíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ÷à�

ñòèöå, ÷òîáû ïî÷óâñòâîâàòü íåîäíîðîäíîñòü ïðè óñëîâèè, ÷òî åå òåêóùàÿ êîîð�

äèíàòà ðàâíà z. Îáîçíà÷èâ õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ÷åðåç ṽ(z), ïîëó÷àåì

τ̃ ∼ z/ṽ. Ýêâèâàëåíòíî, ïàðàìåòð I ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç îòíîøåíèå äëèíû

ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l(z) = ṽ(z)τ ê ðàññòîÿíèþ äî ñòåíêè z: I = (l/z)2/3. Çàìå�

òèì, ÷òî ñòåïåíü 2/3 â îïðåäåëåíèè (2.4) íå èìååò íèêàêîãî ãëóáîêîãî ñìûñëà

è ââåäåíà èç ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè ïîñëåäóþùèõ �îðìóë.

Â òîé îáëàñòè òå÷åíèÿ, ãäå ñïðàâåäëèâî óñëîâèå I ≪ 1, ðàáîòàåò ëîêàëü�

íûé ìåõàíèçì äèññèïàöèè òèïè÷íûõ �ëóêòóàöèé: ðåëàêñàöèÿ âîçìóùåííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò

âÿçêîãî òðåíèÿ íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî ÷àñòèöà íå óñïåâàåò ïîïàñòü â îáëàñòü ñ

çàìåòíî îòëè÷àþùåéñÿ èíòåíñèâíîñòüþ òóðáóëåíòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ñòàòè�

ñòèêà ñêîðîñòè ÷àñòèöû íàõîäèòñÿ â ëîêàëüíîì ðàâíîâåñèè ñ òóðáóëåíòíîñòüþ.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ïðè I ≫ 1 ñèòóàöèÿ äàëåêà îò ëîêàëüíîãî ðàíîâå�

ñèÿ, ïîñêîëüêó õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïîçâîëÿåò åé äîñòè÷ü ñòåíêè çà

âðåìÿ ìíîãî ìåíüøåå âðåìåíè ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äèññèïàöèÿ

�ëóêòóàöèé ïðîèñõîäèò ãëàâíûì îáðàçîì áëàãîäàðÿ íåóïðóãèì ñòîëêíîâåíèÿì

ñî ñòåíêîé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî I ≪ 1. Òîãäà òèïè÷íàÿ ñêî�

ðîñòü ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì è òðåòüèì ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ�

íåíèÿ (2.2): ṽ(z) ∼
√

Dzz(z)/τ . Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, â ñëó÷àå ñòåïåííîé

z-çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè (2.1) íàõîäèì

I(z) ∝ zm/2−1. (2.5)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî îòäåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü òðè ñëó÷àÿ: 0 ≤
m < 2, m > 2 è m = 2.

2.2 0 ≤ m < 2

Åñëè 0 ≤ m < 2, òî I → 0 ïðè z → ∞. Èíûìè ñëîâàìè, õàðàêòåðíàÿ äëè�

íà ïðîáåãà ÷àñòèöû ìíîãî ìåíüøå ÷åì ðàññòîÿíèå äî ñòåíêè. Ñëåäîâàòåëüíî,

îïðàâäàíî ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ: ñòàòèñòèêà ñêîðîñòè ÷àñòèöû

íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñòåíêè îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ

òóðáóëåíòíîñòè. Èñêëþ÷èâ ñêîðîñòü ÷àñòèöû èç óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ñ

ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â ðàçäåëå 1.5.2, ïîëó÷àåì ãðàäèåíòíîå óðàâíå�

íèå

∂tn = ∂2
z [Dzz(z)n], (2.6)

êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî êîðäèíàòå ïðè t ≫ τ

è íà áîëüøèõ z. �àâíîâåñíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåòñÿ ñòåïåííûì ïðî�

�èëåì:

n(z) ∝ 1

zm
. (2.7)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè 1 ≤ m < 2 ýòî ðåøåíèå íîðìèðóåìî íà áåñêîíå÷íîñòè,

à çíà÷èò ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà. Åñëè 0 ≤ m < 1, òî ðåøåíèå óáûâàåò ñëèøêîì

ìåäëåííî è ÷àñòèöà äåëîêàëèçîâàíà. Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà

íå çàâèñÿò îò β, òàê êàê ïðè z → ∞ ÷àñòèöà ñòàíîâèòñÿ íå÷óâñòâèòåëüíîé ê

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñòåíêå.
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2.3 m > 2

Äëÿ m > 2 ìû ïîëó÷àåì I → ∞ ïðè z → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà,

ïîìåùåííàÿ íà ïðîèçâîëüíî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíêè, ìîæåò äîñòè÷ü

ñòåíêó áàëëèñòè÷åñêè. Ïîíÿòíî, ÷òî íè î êàêîì ëîêàëüíîì ðàâíîâåñèè â ýòîì

ñëó÷àå ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ óæå âñòðå÷àëàñü íàì â ïðîøëîé

ãëàâå íà ïðèìåðå ñèëüíî èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â âÿçêîì ïîä
ëîå, ãäåm = 4. Êàê

è ïðåæäå äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò

ñòåíêè ìîæíî ïåðåéòè ê ïðèáëèæåíèþ ñëó÷àéíîãî óñêîðåíèÿ

∂tρ = −vz∂zρ+
1

τ 2
Dzz(z)∂

2
vz
ρ. (2.8)

Äåéñòâèòåëüíî, âòîðûì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.2) ìîæíî ïðåíå�

áðå÷ü, òàê êàê îáëàñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ýòîò ÷ëåí íå ìàë, ñòàíîâèò�

ñÿ î÷åíü óçêîé â ñðàâíåíèè ñ òåëîì �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòè ïðè

z → ∞.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8) áûë ïîäðîáíî

îïèñàí â ïîäðàçäåëå 1.5.3. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè àâòîìîäåëüíîãî àíçàöà

ρ = z−a(m+1)h(ζ), ζ =
m+ 1

9

τ 2

µ

v3

zm+1
, (2.9)

ïîëó÷àåì íà �óíêöèþ h(ζ) óðàâíåíèå (1.57), ðåøåíèå êîòîðîãî ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà äàåòñÿ �îðìóëàìè (1.59) è (1.60). Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ (2.3) äàåò óðàâíåíèå (1.62) íà ïàðàìåòð àâòîìîäåëüíîñòè a êàê �óíê�

öèþ îò β. �åøåíèå ñ íóëåâûì ïîòîêîì ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè β < βc, ïðè÷åì ñî�

îòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìèðó�

åìà. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ

ñêîðîñòè βc ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ãðàíèöåé ïåðåõîäà ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëè�

çàöèÿ äëÿ ìîäåëåé ñ m > 2.
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2.4 m = 2

Ñëó÷àé m = 2 îñîáåííî èíòåðåñåí, ïîñêîëüêó çäåñü ìû èìååì äåëî ñ

z-íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì I, êîòîðûé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòåïåíü

èíåðöèîííîñòè ÷àñòèöû. Åñëè I → 0, òî â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ íàõîäèì ñòàöèîíàðíûé ïðî�èëü n ∝ z−2
, íîðìèðóåìîñòü êîòîðîãî

ïðè z → ∞ îçíà÷àåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà

ïðè ëþáîì β. Åñëè æå I → ∞, òî îïðàâäàíî ïðèáëèæåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî

óñêîðåíèÿ è ìû ïîëó÷àåì ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ ïðè β = βc, êàê

ýòî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì òàêæå îïè�

ñàòü ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà ÷àñòèöû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåò�

ðà I. Äëÿ ýòîé öåëè íåîáõîäèìî íàéòè çíàê ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû, êîòîðàÿ

îïðåäåëåíà êàê λ = limt→∞ ln z(t)/z(0). Îòðèöàòåëüíàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà

ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëèçàöèè: õàðàêòåðíàÿ êîîðäèíàòà ÷àñòèöû ýêñïîíåíöèàëüíî

óìåíüøàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íàïðîòèâ, ïîëîæèòåëüíàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ýêñ�

ïîíåíòà îçíà÷àåò äåëîêàëèçàöèþ, ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà ÷àñòèöû ýêñïîíåíöè�

àëüíî ðàñòåò. Òî÷íîå âû÷èñëåíèå ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû ïîçîëÿåò ïîñòðîèòü

�àçîâóþ êðèâóþ ïåðåõîäà ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ â ïëîñêîñòè β − I, äå�

ìîíñòðèðóþùóþ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà èíåðöèè I, êîãäà β < βc. Âûâîä ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû è áîëåå

ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåé ãëàâå. Âûäåëåíèå

ìàòåðèàëà, êàñàþùåãîñÿ êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè, â îòäåëüíóþ ãëàâó îáóñëîâëåíî

îñîáîé êðàñîòîé ýòîãî ñëó÷àÿ è åãî âàæíîñòüþ äëÿ ïðèëîæåíèé, êîòîðûå íå

îãðàíè÷èâàþòñÿ äâèæåíèåì ÷àñòèö â ïðèñòåííûõ ïîòîêàõ.
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�èñóíîê 2.1 � Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïåðåõîäà ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ â

ïëîñêîñòè m− β (íåîäíîðîäíîñòü-óïðóãîñòü). Äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ,

ëåæàùèõ íà êðàñíîé ïóíêòèðíîé ëèíèè, ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà çàâèñÿò

òàêæå îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà èíåðöèè I, ñì. ñëåäóþùóþ ãëàâó.

2.5 Çàêëþ÷åíèå

Ìû ðàññìîòðåëè ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â ïðè�

ñòåííîé îáëàñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñ

äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì âî âðåìåíè ñëó÷àéíûì ïîëåì ñêîðîñòè. Ìîäåëü âêëþ�

÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâîëüíûé ñòåïåííîé ïðî�èëü êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��

�óçèè è ó÷èòûâàåò íåóïðóãîñòü ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö ñî ñòåíêîé. Ôàçîâàÿ äèà�

ãðàììà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå 2.1, ðåçþìèðóåò ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà. Â

÷àñòíîñòè îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ ïî ïàðàìåò�

ðó β (íåóïðóãèé êîëëàïñ), îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â âÿçêîì ïîäñëîå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, óíèâåðñàëåí

äëÿ âñåõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ êîý��èöèåíò äè��óçèè ðàñòåò áûñòðåå ÷åì êâàä�

ðàò ðàññòîÿíèÿ îò ñòåíêè.
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Ñòîèò îáñóäèòü ìåñòî ïðåäñòàâëåííîãî çäåñü èññëåäîâàíèÿ ñðåäè ìíîæå�

ñòâà ïîõîæèõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøàåìûõ óðàâíåíèé ðàáîò. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�

Ïëàíêà (2.2) ñ íåîäíîðîäíûì êîý��èöèåíòîì äè��óçèè ìîæíî âñòðåòèòü â

ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé íåèçîòåðìè÷åñêîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ, ñì., â

÷àñòíîñòè, [23; 44℄. Âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé áûëî ïðèêîâàíî ê äâèæåíèþ ÷à�

ñòèö â î÷åíü âÿçêîé íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå â óñëîâèÿõ ñëàáîé íåîäíîðîäíîñòè

òåïëîâîãî øóìà. Â ñâîå âðåìÿ çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ áûëè ïîòðà÷åíû íà òî,

÷òîáû îïðåäåëèòü ïðàâèëüíóþ ñòðóêòóðó ãðàäèåíòíîãî òðàíñïîðòíîãî óðàâíå�

íèÿ, îïèñûâàþùåãî êîíöåíòðàöèþ ÷àñòèö â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå [46℄

(ñì. òàêæå îáñóæäåíèå è ññûëêè â [47℄). Ñëó÷àé ñèëüíîé íåîäíîðîäíîñòè òåì�

ïåðàòóðû è ðîëü íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé íà ãðàíèöå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî,

íå îáñóæäàëèñü.

Êðîìå òîãî, äîâîëüíî áîëüøîé èíòåðåñ ïðèâëåêëà ìîäåëü ñëó÷àéíî

óñêîðÿåìûõ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðîùåííîìó êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

(2.8). Ýòà çàäà÷à îáñóæäàëàñü â îñíîâíîì â êîíòåêñòå äèíàìèêè ãðàíóëèðîâàí�

íûõ ìàòåðèàëîâ, ðàñêà÷èâàåìûõ ñëó÷àéíîé ñèëîé. Çäåñü áûëè ïîëó÷åíû íåêî�

òîðûå òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû (ñì. îáçîð [48℄), ó÷èòûâàþùèå äèññè�

ïàòèâíûå ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåíêîé, íî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî êîý��è�

öèåíòà äè��óçèè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî îáíàðóæåíî ÿâëåíèå íåóïðóãîãî êîëëàï�

ñà ñòîõàñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö, óñêîðÿåìûõ îäíîðîäíûì øóìîì [49;50℄.

Ïîïûòêè îáîáùèòü àíàëèç íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíîé èíòåíñèâíîñòè ñëó÷àéíîé

ñèëû åñëè è ïðåäïðèíèìàëèñü, òî íå ïðèâåëè ê óñïåõó.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíîñòü äàííîãî èñëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â îäíîâðå�

ìåííîì ó÷åòå ñèëüíîé íåîäíîðîäíîñòè êîý��èöèåíòà äè��óçèè è íåóïðóãèõ

ñòîëêíîâåíèé íà ãðàíèöå.



45

�ëàâà 3. Êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü

Ýòà ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà äèíàìèêå èíåðöèîííûõ ÷à�

ñòèö â ñëó÷àéíîì ïðèñòåííîì òå÷åíèè ñ êâàäðàòè÷íûì ïðî�èëåì êîý��èöèåí�

òà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè, Dzz = µz2. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë ñèëü�

íîé èíåðöèè, ïîëàãàÿ, ÷òî âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû ìíîãî áîëüøå

âðåìåíè êîððåëÿöèè ïîòîêà, òî åñòü St → ∞. Òîãäà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êî�

îðäèíàòû è ñêîðîñòè ÷àñòèöû â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ñòåíêå óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

∂tρ = −vz∂zρ+
1

τ
∂vz(vzρ) +

µ

τ 2
z2∂2

vzρ, (3.1)

êîòîðîå äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

ρ(0,vz) = β−2ρ(0,− β−1vz), (3.2)

ãäå, êàê è ïðåæäå, β ýòî êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïðè

ñòîëêíîâåíèè ñî ñòåíêîé.

Îñîáåííîñòüþ êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ïàðàìåòð I,

îïðåäåëåíèå êîòîðîãî äàíî �îðìóëîé 2.4, íå çàâèñèò îò z: I = (µτ)1/3. Òî åñòü

ñòåïåíü íàðóøåíèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâà â ëþáîé òî÷êå. ×òîáû

îòâåòèòü íà âîïðîñ, îñòàåòñÿ ëè ÷àñòèöà â îêðåñòíîñòè ñòåíêè, èëè æå ïîñòå�

ïåííî óáåãàåò íà áåñêîíå÷íîñòü, ìîæíî áûëî áû ïîéòè ïî òîìó æå ïóòè, ÷òî

áûë âûáðàí â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ. À èìåííî, âûÿñíèòü ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ

ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, è êàê âåäåò ñåáÿ

íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñòåíêè ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòå, ñî�

îòâåòñòâóþùåå ýòîìó ðåøåíèþ. Îäíàêî òàêàÿ ïðîãðàììà îñóùåñòâèìà òîëüêî

â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ I → 0 è I → ∞. Â îáùåì æå ñëó÷àå, ðåøèòü óðàâíåíèå

Ôîêêåðà-Ïëàíêà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî è íå íóæíî.

Îïèñàòü ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà ÷àñòèöû ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ïàðà�

ìåòðà èíåðöèè I ìîæíî, âû÷èñëèâ ëÿïóíîâñêóþ ýêñïîíåíòó, êîòîðàÿ îïðåäåëå�

íà êàê

λ = lim
t→+∞

1

t
ln

z(t)

z(0)
, (3.3)
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ãäå z(t) ýòî ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, à z(0) - åå íà÷àëüíàÿ êîîðäè�

íàòà. Ýòà âåëè÷èíà ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ î ïîâåäåíèè ÷àñòèöû íà áîëüøèõ

âðåìåíàõ. Ïîëîæèòåëüíûé çíàê ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû ïîçâîëÿåò íàì ñäå�

ëàòü âûâîä, ÷òî ÷àñòèöà ñòðåìèòñÿ óáåæàòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Íàïðîòèâ, îò�

ðèöàòåëüíàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà ñâèäåòåëüñòâóåò î ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû

îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ýòîé ãëàâû ñîäåðæèò âûâîä òî÷íî�

ãî âûðàæåíèÿ äëÿ λ êàê �óíêöèè I è β è îáñóæäåíèå âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé

êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè. Ïðè èçëîæåíèè ìû áóäåì ñëåäîâàòü ðàáîòàì [18;21℄.

3.1 Ñòàòèñòèêà ïåðåìåííîé σ = vz/z.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ

σ =
vz
z
. (3.4)

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òðè åå ïðîñòûõ ñâîéñòâà.

Âî-ïåðâûõ, σ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåí�

êîé, ïðè÷åì −∞ è +∞ äëÿ íåå ñêëååíû. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî çà

ìãíîâåíèå äî ñòîëêíîâåíèÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòðèöàòåëüíà, ïîýòîìó σ → −∞.

Îäíàêî, ñðàçó ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû íàïðàâëåíà óæå îò ñòåíêè

òàê ÷òî σ → +∞. Ñëîâîì, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåííîé σ èìååò çàìêíóòóþ

òîïîëîãèþ.

Âòîðàÿ âàæíàÿ îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ íå

÷óâñòâèòåëüíà ê íåóïðóãèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñòåíêå. Óñëîâèå (1.7) ïîç�

âîëÿåò íàì çàïèñàòü v(ti + δt) = −βv(ti − δt), ãäå z(ti) = 0 è δt → +0. Êàê

ñëåäñòâèå ìû ïîëó÷àåì z(ti+ δt) = βz(ti− δt), à çíà÷èò σ(ti+ δt) = −σ(ti− δt).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è îçíà÷àåò, ÷òî σ íå ÷óâñòâóåò íåóïðóãîñòè ñòîëêíîâåíèé.

Íàêîíåö, òðåòüå ñâîéñòâî ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè íàïèñàòü çàìêíóòîå óðàâ�

íåíèå äëÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ýòîé ïåðåìåííîé

∂tP = ∂σ [U
′P ] + µγ2∂2

σP , (3.5)
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â êîòîðîì U(σ) = γσ2/2+σ3/3. Åñëè ïåðâûå äâà èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ óíèâåð�

ñàëüíû, òî åñòü íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìîäåëè äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, òî

ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî áëàãîäàðÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíî�

ñòè �ëóêòóàöèé îò êîîðäèíàòû.

0

U

�èñóíîê 3.1 � Ïîòåíöèàë â óðàâíåíèè (3.5).

Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèå (3.5) îïèñûâàåò ýâîëþöèþ �óíê�

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû â ìåòàñòàáèëüíîì ïîòåí�

öèàëå, èçîáðàæåííîì íà ðèñóíêå 3.1. Â òàêîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ

íåò, ïîñêîëüêó ÷àñòèöà, ïîìåùåííàÿ â ÿìó, îáÿçàòåëüíî ïðåîäîëååò ïîòåíöèàëü�

íûé áàðüåð çà ñ÷åò òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé è óáåæèò íà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü.

Çäåñü, îäíàêî, ñàìîå âðåìÿ âñïîìíèòü, ÷òî äëÿ ïåðåìåííîé σ ïëþñ è ìèíóñ áåñ�

êîíå÷íîñòè ñêëååíû. Â êîíòåêñòå èñïîëüçóåìîé íàìè äëÿ íàãëÿäíîñòè àíàëîãèè

ñ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé ðàç êîãäà ÷àñòèöà óáåãàåò

íà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü, îíà íåèçáåæíî âîçâðàùàåòñÿ â ÿìó èç ïëþñ áåñêîíå÷�

íîñòè. Â ðåçóëüòàòå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P ðåëàêñèðóåò ñ ñòàöèîíàðíîìó

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.5) ñ öèðêóëèðóþùèì ïîòîêîì âåðîÿòíîñòè

P (σ) =
F

µγ2
e−U(σ)/µγ2

∫ σ

−∞
eU(σ′)/µγ2

dσ′. (3.6)

Ýòî íåðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðóåìî è ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷å�

íèÿ êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ β, ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, σ íå

÷óâñòâóåò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñòåíêå.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ óðàâíåíèþ

(3.5). Îíî, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåò êâàíòîâóþ ÷àñòèöó â ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå

[51℄ è îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå äâóõ ÷àñòèö â õàîòè÷åñêîì ïîòîêå [52�54℄ (î

ïîñëåäíåì ïðèëîæåíèè ìû åùå ïîãîâîðèì ïîçäíåå). Èçâåñòíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå
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ðåøåíèå (3.6) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè [55℄ è ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäåëîì ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [54℄.

Ïîòîê âåðîÿòíîñòè F îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè �óíêöèè ðàñ�

ïðåäåëåíèÿ (3.6)

F =
I√
πτ

[
∫ +∞

0

dx√
x
exp

(

−x3

12
+

x

4I2

)]−1

, (3.7)

è ðàâåí ñðåäíåé ÷àñòîòå ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé â ñòàòèñòè÷åñêè ñòà�

öèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî êàæäûé ðàç, êîãäà ÷à�

ñòèöà îêàçûâàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, σ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Òåîðå�

òè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå äëÿ ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà

èíåðöèè I âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

äëÿ ðàçíûõ β ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.2. Ýòîò ãðà�èê óáåäèòåëüíî ïîêàçû�

âàåò, ÷òî ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé íå çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ

ñêîðîñòè.

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 0.22

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

I−1

Fτ

I

�èñóíîê 3.2 � Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé îò

ïàðàìåòðà èíåðöèè: òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñ÷åòà äëÿ β = 1, (◦), 0.5 (�) è 0.1 (N).
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3.2 Âû÷èñëåíèå ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû

Çíàíèå ñòàòèñòèêè âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé σ ïîçâîëÿåò èçâëå÷ü èí�

�îðìàöèþ êàñàòåëüíî ïîâåäåíèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû. Èç îïðåäåëåíèÿ (3.4) è

óñëîâèÿ z(ti + δt) = βz(ti − δt) (çäåñü δt → +0) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé çà�

äàííîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè êîîðäèíàòà ÷àñòèöû ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå

z(t) = z(0)βN(t) exp

(

v. p.

∫ t

0

σ(t′)dt′
)

, (3.8)

ãäå N(t) ýòî ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñî ñòåíêîé, ïðîèçîøåäøèõ çà âðåìÿ t. Èíòå�

ãðèðîâàíèå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ íåîáõîäèìî äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè ti,

â êîòîðûå z(ti) = 0 è ïîýòîìó σ → ±∞.

Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëó (3.8) â îïðåäåëåíèå ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû (3.3),

ïîëó÷àåì

λ(β, I) = lim
t→+∞

1

t
v. p.

∫ t

0

σ(t′)dt′ + ln β lim
t→+∞

N(t)

t
. (3.9)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ýòî ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà�

÷åíèå σ. Ïðè óñëîâèè ýðãîäè÷íîñòè ñðåäíåíèå ïî âðåìåíè ñõîäèòñÿ ê ñðåäíåìó

ïî ðåàëèçàöèÿì

∫

σP (σ)dσ, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

lim
t→+∞

1

t
v. p.

∫ t

0

σ(t′)dt′ =

√
π

2
F

∫ +∞

0

dx
x− I−1

√
x

exp

(

−x3

12
+

x

4I2

)

. (3.10)

Âòîðîé ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.9) åñòü íè÷òî èíîå êàê ñðåäíÿÿ

÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé â ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîé ñèòó�

àöèè

lim
t→+∞

N(t)

t
= F. (3.11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèì

λ(I,β) = 〈σ〉 + ln βF. (3.12)
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Ïîñêîëüêó λ(β = 1,I) = 〈σ〉, òî ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå êàê

λ(β, I) = λ(1, I) + ln β · F (I). (3.13)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ý��åêò íåóïðóãîñòè ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ àääèòèâíîé ïî�

ïðàâêè ê ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ àáñîëþòíî óïðóãèõ

ñòîëêíîâåíèé.
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-50
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 50
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 0  5000  10000  15000  20000  25000

t

〈log z〉

I = 7.37 1

2

3

4

5

�èñóíîê 3.3 � Ñðåäíèé ëîãàðè�ì êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â ÷èñëåííîì ñ÷åòå êàê

�óíêöèÿ âðåìåíè ïðè �èêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå èíåðöèè I = 7.37 è ðàçíûõ

çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû: (1 ) β = 0.21 , (2 )

0.205, (3 ) 0.20, (4 ) 0.195 and (5 ) 0.19. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ

óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèëîñü ïî 1000 ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè.

3.3 Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïåðåõîäà ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ

Íà ðèñóíêå 3.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâè�

æåíèÿ ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíîé ñèëû ñ êâàäðàòè÷íûì ïðî�èëåì èí�

òåíñèâíîñòè. Ïðè �èêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå èíåðöèè I ïðÿìàÿ ëèíèÿ, èçîáðà�

æàþùàÿ ñðåäíèé ëîãàðè�ì êîîðäèíàòû ÷àñòèöû êàê �óíêöèþ îò âðåìåíè, ìî�

æåò èìåòü êàê ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí, òàê è îòðèöàòåëüíûé, â çàâèñèìîñòè îò

êîý��èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè β. Ñìåíà çíàêà íàêëîíà ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåõîäó ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ.
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Èç �îðìóëû (3.13) ñëåäóåò, ÷òî êðèâàÿ ïåðåõîäà â ïëîñêîñòè β − I îïðå�

äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ln β(I) = − λ(I)

F (I)
= −

√
π

2

∫ +∞

0

dx
x− I−1

√
x

exp

(

−x3

12
+

x

4I2

)

. (3.14)

Â ïðåäåëå I → ∞ âîçíèêàåò óæå çíàêîìûé íàì ïîðîã íåóïðóãîãî êîëëàïñà

βc = exp

(

− π√
3

)

. (3.15)

Ïðè β < βc ÷àñòèöà â ñðåäíåì äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê ñòåíêå íåçàâèñèìî îò

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà èíåðöèè I. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ �àçîâîãî

ïåðåõîäà ñîâïàäàåò ñ êðèâîé, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà�

íèÿ, ñì. ðèñóíîê 3.4.
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�èñóíîê 3.4 � Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïåðåõîäà ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ:

òåîðèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ÷èñëåííûé ñ÷åò (◦).

3.4 Ïðèëîæåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè

Èçíà÷àëüíî ìû ñ�îðìóëèðîâàëè êâàäðàòè÷íóþ ìîäåëü â êîíñòåêñòå äâè�

æåíèÿ èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â ïðèñòåííîé îáëàñòè ñëó÷àéíîãî òå÷åíèÿ. Îäíàêî,

îñòàåòñÿ íå âïîëíå ÿñíûì, êàêîé êîíêðåòíî �èçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òå÷åíèÿ

ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íûé ïðî�èëü êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè.
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Åñëè ãîâîðèòü î ðàçâèòîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, òî, êàê óæå íå

ðàç îòìå÷àëîñü âûøå, â âÿçêîì ïðèñòåííîé ïîäñëîå èíòåðåñóþùèé íàñ êîý��è�

öèåíò äè��óçèè âåäåò ñåáÿ êàê Dzz ∝ z4, à ïðåäåëàõ òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷�

íîãî ñëîÿ Dzz ∝ z. Ïðèìåð ïðèñòåííîãî òå÷åíèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ

Dzz îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè íà äàííûé ìîìåíò íàì íåèçâåñòåí.

Â òîæå âðåìÿ, êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü èìååò è äðóãèå ïðèëîæåíèÿ, íå ñâÿ�

çàííûå ñ ïåðåíîñîì ÷àñòèö â ïîòîêå, îãðàíè÷åííîì ñòåíêîé. Î íèõ ìû è ïîãî�

âîðèì êîðîòêî â ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäðàçäåëàõ.

3.4.1 ×àñòèöû â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà èíòåíñèâíîñòè ñëó÷àéíîé

ñèëû

Äî ñèõ ïîð, îáñóæäàÿ íåîäíîðîäíóþ òóðáóëåíòíîñòü, ìû ïîëàãàëè, ÷òî

íåîäíîðîäíîñòü íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì ñòåíêè. Âîçìîæíà òàêæå ñèòóà�

öèÿ, êîãäà íåîäíîðîäíîñòü âîçíèêàåò â îòñóòñòâèè ãðàíèö áëàãîäàðÿ ïðîñòðàí�

ñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè íàêà÷êè, âîçáóæäàþùåé òóðáóëåíòíîñòü, êàê, íàïðè�

ìåð, â ñëó÷àå êîëìîãîðîâñêîãî òå÷åíèÿ [56℄. Â çàâèñèìîñòè îò ïðî�èëÿ èíòåí�

ñèâíîñòè âîçáóæäàþùåé ñèëû, âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðåçóëüòèðóþùèå ïðî�èëè

êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè. Â òîì ÷èñëå, ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ãëó�

áîêèé ìèíèìóì, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè. Áîëåå îáùî, ìîæíî

ãîâîðèòü î äâèæåíèè ÷àñòèöû âáëèçè ìèíèìóìà èíòåíñèâíîñòè íåêîòîðîé äåé�

ñòâóþùåé íà íåå ñëó÷àéíîé ñèëû, ïðîèñõîæäåíèå êîòîðîé çàâèñèò îò êîíêðåò�

íîé �èçè÷åñêîé ñèòóàöèè.
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�èñóíîê 3.5 � Äèíàìè÷åñêèé �àçîâûé ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ

äëÿ èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè ãëóáîêîãî ìèíèìóìà èíòåíñèâíîñòè

òóðáóëåíòíîñòè.

×òîáû îïèñàòü äâèæåíèå èíåðöèîííîé ÷àñòèöû â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà

òóðáóëåíòíîñòè â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå, ìû ñíîâà äîëæíû îáðàòèòüñÿ

ê óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà (3.1), íî òåïåðü óæå ðàññìàòðèâàòü åãî íà âñåé îñè

z. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà ÷àñòèöû ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,

òî ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà îïðåäåëåíà êàê

λ = lim
t→+∞

1

t
ln | z(t)

z(0)
|. (3.16)

Â ñèëó ñèììåòðèè îòâåò ê íàøåé çàäà÷å ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì äëÿ ñëó÷àÿ äâèæå�

íèÿ íà ïîëóîñè z > 0 ñ èäåàëüíî óïðóãîé ñòåíêîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïîýòîìó

ìû ñðàçó ìîæåì çàïèñàòü

λ(I) =

√
π

2
F

∫ +∞

0

dx
x− I−1

√
x

exp

(

−x3

12
+

x

4I2

)

. (3.17)

Ïîëó÷åííàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà ìåíÿåò çíàê ñ îòðèöàòåëüíîãî íà ïî�

ëîæèòåëüíûé, êîãäà I ïåðåâàëèâàåò ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Ic ≈ 1.2. Òà�

êèì îáðàçîì, ÷àñòèöû ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ïàðàìåòðîì èíåðöèè ñêàïëèâàþòñÿ

ìèíèìóìå òóðáóëåíòíîñòè, à ñèëüíî èíåðöèîííûå ÷àñòèöû óáåãàþò íà áåñêî�

íå÷íîñòü. Àêêóìóëÿöèÿ â ìèíèìóìå ýòî ïðîÿâëåíèå õîðîøî èçâåñòíîãî òóð�

áî�îðè÷åñêîãî ý��åêòà, â òî âðåìÿ êàê äåëîêàëèçàöèþ ñèëüíî èíåðöèîííûõ

÷àñòèö ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáðàòíûé òóðáî�îðåç, ðàíåå íèêåì íå îá�

ñóæäàâøèéñÿ. Ïàðàäîêñàëüíî, íî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òóðáî�îðåç îáÿçàí ñâî�
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èì ñóùåñòâîâàíèåì èìåííî èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö, ñëèøêîì áîëüøàÿ èíåðöèÿ

èãðàåò ïðîòèâ ëîêàëèçàöèè! Êà÷åñòâåííî ýòîò íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî

îáúÿñíèòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð I, êîíòðîëèðóþùèé

îáíàðóæåííûé íàìè ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ, åñòü íè÷òî èíîå êàê

îòíîøåíèå õàðàêòåðíîé äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèöû ê ðàññòîÿíèþ äî

ìèíèìóìà. Ìû âèäèì, ÷òî äåëîêàëèçàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ òåõ ÷àñòèö, äëèíà

ïðîáåãà êîòîðûõ áîëüøå ðàññòîÿíèÿ äî ìèíèìóìà. Îáëàñòü ïîíèæåííîé èíòåí�

ñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè íå ìîæåò èãðàòü ðîëü ëîâóøêè äëÿ òàêèõ ÷àñòèö,

ïîñêîëüêó îíè ïîïðîñòó áàëëèñòè÷åñêè ïðîëåòàþò ñêâîçü íåå.

Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü âàæíîå ïðåäîñòåðåæåíèå âî èçáåæàíèå âîçìîæ�

íûõ íåäîðàçóìåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ëîæíûìè èíòåðïðåòàöèÿìè. Îáû÷íûé (ïîëî�

æèòåëüíûé) òóðáî�îðåç ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â òîì, ÷òî â ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàð�

íîé ñèòóàöèè ìàêñèìóìû êîíöåòðàöèè ÷àñòèö â ñèñòåìå êîíå÷íîãî îáúåìà ñîîò�

âåòñòâóþò ìèíèìóìàì òóðáóëåíòíîñòè. �îâîðÿ îá îòðèöàòåëüíîì òóðáó�îðåçå,

ìû íè â êîåì ñëó÷àå íå èìååì â âèäó, ÷òî òåïåðü ìàêñèìóìû ðàâíîâåñíîé êîí�

öåíòðàöèè áóäóò ïðèõîäèòüñÿ íà ìàêñèìóìû òóðáóëåíòíîñòè. Â êîíå÷íîé ñèñòå�

ìå ÷àñòèöû ñ ëþáûì ïàðàìåòðîì èíåðöèè I â êîíå÷íîì ñ÷åòå êîíöåíòðèðóþòñÿ

ïðåèìóùåñòâåííî â ìèìíèìóìàõ, ïðîñòî ñ ðîñòîì I ýòîò ý��åêò ñòàíîâèòñÿ âñå

ìåíåå è ìåíåå ÿðêî âûðàæåí. Îòðèöàòåëüíûé òóðáî�îðåç ýòî ïðèíöèïèàëüíî

íåðàâíîâåñíîå ÿâëåíèå óáåãàíèÿ ÷àñòèö èç îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà, âûâåäåííîå

íàìè äëÿ �îðìàëüíî íåîãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì ýòîò

ý��åêò ìîæåò íàáëþäàòüñÿ íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ýâîëþöèè, ïðåäñøåñòâóþùèõ

óñòàíîâëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

3.4.2 Êëàñòåðèçàöèÿ ÷àñòèö â ñëó÷àéíîì òå÷åíèè

Äðóãèì ïðèëîæåíèåì êâàäðàòè÷íîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îòíîñè�

òåëüíîì äâèæåíèè äâóõ èíåðöèîííûõ ÷àñòèö íà ìàëîì ìàñøòàáå îäíîìåðíîãî

õàîòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ îäíîðîäíîé ñòàòèñòèêîé. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö
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èìåþò âèä

dz1
dt

= v1,
dv1
dt

= −v1 − u(z1,t)

τ
, (3.18)

dz2
dt

= v2,
dv2
dt

= −v2 − u(z2,t)

τ
. (3.19)

Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè z = z2 − z1 è îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü v =

v2 − v1 èõ äâèæåíèÿ ýâîëþöèîíèðóþò ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì

dz

dt
= v,

dv

dt
= −v −∆u

τ
(3.20)

ãäå ∆u = u(z2,t)−u(z1,t). Íà ìàøòàáàõ ìíîãî ìåíüøèõ õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà

èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãðàäèåíòíûì ïðèáëèæåíè�

åì ∆u ≈ s(t)z, ãäå s = du/dz. Òîãäà

dv

dt
= −v − zs

τ
(3.21)

Ïîëàãàÿ, ÷òî ãðàäèåíò ñêîðîñòè êîðîòêî êîððåëèðîâàí âî âðåìåíè,

〈s(t1)s(t2)〉 = 2µδ(t2 − t1), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

(3.1) íà ñîâìåñòíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè

è èõ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. �ðàíè÷íîå óñëîâèå (3.2) ó÷èòûâàåò íåóïðóãèå

ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ýâîëþöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè îïðåäåëÿ�

åòñÿ ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòîé λ = limt→∞ ln z(t)/z(0). Ïîëîæèòåëüíàÿ ýêñïî�

íåíòà îçíà÷àåò ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö, â òî âðåìÿ êàê îòðèöàòåëüíûé

çíàê ñâèäåòåëüñòâóåò î êëàñòåðèçàöèè. Ñëó÷àé àáñîëþòíî óïðóãèõ ñòîëêíîâå�

íèé (β = 1) áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [52;57℄, àâòîðû êîòîðûõ îáíàðóæèëè ïåðå�

õîä êëàñòåðèçàöèÿ-ðàçáåãàíèå, àíàëîãè÷íûé ïåðåõîäó ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçà�

öèÿ äëÿ äèíàìèêè îäíîé ÷àñòèöû âáëèçè ìèíèìóìà òóðáóëåíòíîñòè, îïèñàííî�

ìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûé íàìè â ýòîé ãëàâå ïîçâîëÿåò

çàêëþ÷èòü, ÷òî íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ âåäóò ê ïîÿâëåíèþ îòðèöàòåëüíîé ïî�

ïðàâêè ê ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòå, óâåëè÷èâàÿ êðèòè÷åñêèé ïàðàìåòð èíåðöèè,

ñîîòâåòñòâóþùèé �àçîâîìó ïåðåõîäó. Åñëè β ≤ βc, òî èìååò ìåñòî ÿâëåíèå

íåóïðóãîãî êîëëàï
à: êëàñòåðèçàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåò�

ðà èíåðöèè ÷àñòèö.
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3.5 Çàêëþ÷åíèå

Ìû ðàññìîòðåëè äâèæåíèå èíåðöèîííîé ÷àñòèöû â äåëüòà-êîððåëèðîâàí�

íîì âî âðåìåíè ñëó÷àéíîì òå÷åíèè ñ êâàäðàòè÷íûì ïðî�èëåì êîý��èöèåíòà

òóðáóëåíòíîé äè��óçèè. Â ýòîé ìîäåëè ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà ÷àñòèöû

çàâèñÿò îò äâóõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: ñòåïåíè èíåðöèîííîñòè I è êîý��

�èöèåíòà âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû β ïðè ñòîëêíîâåíèè ñî ñòåíêîé.

Íàìè áûëà ïîñòðîåíà �àçîâàÿ äèàãðàììà ïåðåõîäà ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçà�

öèÿ â ïëîñêîñòè β − I. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî åñëè êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ

ñêîðîñòè ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ βc = exp(−π/
√
3) ≈ 0,163, òî ÷àñòèöà

ëîêàëèçîâàíà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà I. Ýòè ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â

îòëè÷íîì ñîãëàñèè ñ ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â

ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòè.

�àññìîòðåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëèëà íàì îïèñàòü ïåðåõîä ëîêàëèçàöèÿ-äåëî�

êàëèçàöèÿ äëÿ èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè îäíîìåðíîãî ìèíèìóìà òóð�

áóëåíòíîñòè â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå è êëàñòåðèçàöèîííûé ïåðåõîä äëÿ

îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïàðû íåóïðóãî ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö â îäíîìåð�

íîì ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòè.
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�ëàâà 4. Äèñïåðñèÿ ÷àñòèö â ïðèçåìíîì àòìîñ�åðíîì ñëîå

Ïåðåíîñ ÷àñòèö âîçäóøíûìè ïîòîêàìè â ïðèçåìíîì àòìîñ�åðíîì ñëîå,

íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííîì ñ æèçíüþ ÷åëîâåêà è ïðîöåññàìè â áèîñ�åðå, ïðåä�

ñòàâëÿåò îãðîìíûé èíòåðåñ äëÿ ìíîãèõ äèñöèïëèí, îò ìåòåîðîëîãèè è ýêîëîãèè

äî áîòàíèêè. Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà òåðìèí ÷àñòèöû ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê

ïûëè, ïåñ÷èíêàì, äîæäåâûì êàïëÿì, ñíåæèíêàì, àýðîçîëüíûì ÷àñòèöàì, ñïî�

ðàì, ïûëüöå, ñåìåíàì è ò.ä. Îïèñàíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèö â âîçäóõå òðåáóåò ó÷å�

òà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè, ãðàâèòàöèîííîãî îñàæäåíèÿ è ïåðåíîñà ñðåäíèì

âåòðîì. Ïîíÿòíî, ÷òî ñèòóàöèÿ êðàéíå íåîäíîðîäíà è àíèçîòðîïíà, ïîñêîëüêó

âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíîñòè è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âåòðà è êîý��èöèåíòû òóðáó�

ëåíòíîé äè��óçèè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âûñîòû. Áîëüøèíñòâî èìåþùèõñÿ

íà äàííûé ìîìåíò òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïî ýòîé òåìå ïîñâÿùåíû ñòàöèîíàðíûì

ïðî�èëÿì êîíöåíòðàöèè, âîçíèêàþùèì â ïðèñóòñòâèè ïîñòîÿííûõ èñòî÷íèêîâ

÷àñòèö. Ìû æå ðàññìîòðèì âðåìåíí�óþ ýâîëþöèè ïîëÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìå�

ñè, âáðîøåííîé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà íåêîòîðîé âûñîòå â ïðåäåëàõ

ïðèçåìíîãî ñëîÿ. Öåëüþ àíàëèçà áóäåò âûÿñíèòü, êàê ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè â

âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè çàâèñèò îò âðåìåíè, à òàêæå êàê áûñòðî è íà êàêîì

ðàññòîÿíèè îò ìåñòà âáðîñà ïðîèñõîäèò îñàæäåíèå íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü.

4.1 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû

Ìû ðàññìàòðèâàåì ÷àñòèöû, ïëîòíîñòü ρ0 êîòîðûõ ìíîãî áîëüøå ïëîòíî�

ñòè âîçäóõà ρ. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû íàñòîëüêî ìàëû,

òàê ÷òî ïîòîê âîêðóã íèõ âÿçêèé. Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî äèàìåòð d ÷à�

ñòèö ìíîãî ìåíüøå êîëìîãîðîâñêîãî ìàñøòàáà η äëÿ àòìîñ�åðíîé òóðáóëåíò�

íîñòè. Âî-âòîðûõ, ý��åêòèâíîå ÷èñëî �ýéíîëüäñà, ïîñ÷èòàííîå ÷åðåç õàðàê�

òåðíóþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî âîçäóõà è åå äèàìåòð, ìíîãî ìåíüøå

åäèíèöû. Âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè è èõ îáðàòíûì âëèÿíèåì íà òóð�

áóëåíòíîñòü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè óñëîâèè, ÷òî îáúåìíàÿ è ìàññîâàÿ äîëè

ïðèìåñíîé �àçû âñþäó ìàëû. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
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÷àñòèöû ïðèíèìàåò âèä

d~v

dt
= −~v − ~u(~r,t)

τ
+ ~g, (4.1)

ãäå ~r è ~v ýòî êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû, τ - ñòîêñîâî âðåìÿ ðåëàêñàöèè,

~u - òóðáóëåíòíîå ïîëå ñêîðîñòè âîçäóõà, à ~g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Äàííîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (1.6), ïîëîæåííîãî â îñíîâó òåî�

ðåòè÷åñêîãî àíàëèçà âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, òîëüêî íàëè÷èåì ãðàâèòàöè�

îííîãî ÷ëåíà. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèöû

ìíîãî ìåíüøå âðåìåíè êîððåëÿöèè òóðáóëåíòíîñòè. Òîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

óñêîðåíèåì ÷àñòèöû â óðàâíåíèè (4.1) è ïåðåéòè ê áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ

~v = ~u(~r, t) + ~gτ, (4.2)

êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó íà âðåìåíàõ t ≫ τ . Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòèöà

ñëåäóåò çà ïîòîêîì âîçäóõà ñ ïîïðàâêîé íà ãðàâèòàöèîííîå îñàæäåíèå.

Äëÿ àýðîçîëåé, ïûëè è ÷àñòèö áèîëîãè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, êàê ïðàâè�

ëî, d < 0.1 ìì è 500 < ρ0 < 1500 êã/ì

3
. Êîëìîãîðîâñêèé ìàñøòàá àòìîñ�åð�

íîé òóðáóëåíòíîñòè â ïðèçåìíîì ñëîå ïîðÿäêà η ≈ 1 ìì, à ïëîòíîñòü âîçäóõà

ρ ≃ 1.23 êã/ì3
. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèÿ ρ0/ρ ≫ 1 è d/η ≪ 1, çàëîæåí�

íûå â óðàâíåíèå äèíàìèêè (4.1), âïîëíå îïðàâäàíû. Äàëåå, âÿçêîñòü âîçäóõà

ðàâíà ν = 0.15 ñì

2
/ñ, ïîýòîìó ñòîêñîâî âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèö

ìîæåò áûòü îöåíåíî êàê τ < 0.05 ñ. Òî åñòü, äàæå äëÿ ñàìûõ òÿæåëûõ èç ðàñ�

ñìàòðèâàåìûõ íàìè ÷àñòèö, âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè íå ïðåâîñõîäèò êîëìî�

ãîðîâñêîå âðåìÿ τη ≈ 0.07 ñ, õàðàêòåðèçóþùåå �ëóêòóàöèè íà ñàìîì ìàëîì ìàñ�

øòàáå òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó èíåðöèîííîñòü ÷àñòèö äåéñòâèòåëüíî

íå èãðàåò ðîëè äëÿ ïðîöåññà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òèïè÷íûìè �ëóêòóàöèÿìè

ñêîðîñòè âîçäóõà è ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (4.2).

4.2 Óðàâíåíèå òóðáóëåíòíîé äè��óçèè

Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ïðîöåññàìè àòìîñ�åðíîé äèñïåðñèè íà îòíîñè�

òåëüíî ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ñ�åðè÷íîñòü

Çåìëè íå âàæíà. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñüþ z, íàïðàâëåííîé
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âåðòèêàëüíî ââåðõ, ò.å. ïàðàëëåëüíî ëèíèÿì íàïðÿæåííîñòè ãðàâèòàöèîííîãî

ïîëÿ. Îñü x óêàçûâàåò íà íàïðàâëåíèå ñðåäíåãî âåòðà, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ íåèç�

ìåííûì íà èíòåðåñóþùèõ íàñ ìàñøòàáàõ âðåìåíè. Èññëåäîâàíèå äèñïåðñèè ÷à�

ñòèö â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïîïåðåê ñðåäíåãî âåòðà íàõîäèòñÿ çà ðàìêà�

ìè ýòîé ðàáîòû, òàê ÷òî íàøà ìîäåëü ý��åêòèâíî äâóìåðíàÿ. Ñ÷èòàÿ �ëóêòó�

èðóþùóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè âîçäóõà êîðîòêî-êîððåëèðîâàííîé âî âðåìåíè,

èç ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (4.2) ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû ÷àñòèöû

∂tn = ∂z[Dzz(z)∂zn] + gτ∂zn− Ux(z)∂xn. (4.3)

Ýòî æå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïîëå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, åñëè ìû èíòåðåñóåì�

ñÿ ðàñïðåäåëåíèåì áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü

Dzz ýòî êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè äëÿ âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ,

à Ux ýòî ñðåäíÿÿ (ãîðèçîíòàëüíàÿ) êîìïîíåíòà ïîëÿ ñêîðîñòè. Ìîëåêóëÿðíàÿ

äè��óçèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëà â ñðàâíåíèè ñ ý��åêòîì òóðóáëåíòíîé äè��ó�

çèè, ïîýòîìó óðàâíåíèå (4.3) íå ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùåãî åé âêëàäà. Êðîìå

òîãî, ìû ïðåíåáðåãàåì òóðáóëåíòíîé äè��óçèåé â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëå�

íèè íà �îíå ïåðåíîñà ñðåäíèì âåòðîì.

4.2.1 Îñîáåííîñòè òóðáóëåíòíîñòè â ïðèçåìíîãî ñëîå

Òåïåðü îáñóäèì õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè âåòðà è êîý��èöèåíòà

òóðáóëåíòíîé äè��óçèè â ïðèçåìíîì àòìîñ�åðíîì ñëîå îò âûñîòû íàä Çåìëåé.

Íà �èçè÷åñêîì óðîâíå, ïðèçåìíûé ñëîé ýòî òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé,

â ïðåäåëàõ êîòîðîãî ïóëüñàöèîííàÿ êîìïîíåíòà òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ íå

çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè, â òî âðåìÿ êàê õàðàêòåðíûé ðàçìåð âèõðåé

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàç ýòèì ðàññòîÿíèåì [4; 5℄. Ýòî âåäåò ê ëèíåéíîìó ðîñòó

êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè ñ âûñîòîé

Dzz(z) = µz, (4.4)
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ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì µ = κu∗, ãäå u∗ ýòî õàðàêòåðíàÿ ïóëüñàöèîííàÿ

ñêîðîñòü, à κ ≈ 0.4 - ïîñòîÿííàÿ Êàðìàíà.

Ñêîðîñòü ñðåäíåãî âåòðà â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå òîæå çàâèñèò

îò âûñîòû è îïèñûâàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì ëîãàðè�ìè÷åñêèì ïðî�èëåì

Ux(z) =
u∗
κ
ln

z + z∗
z∗

, (4.5)

ãäå z∗ ýòî õàðàêòåðíàÿ âûñîòà øåðîõîâàòîñòåé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Ê

ñîæàëåíèþ, òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç óðàâíåíèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèè ñ òàêèì

ïðî�èëåì ñðåäíåé ñêîðîñòè íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå òåõíè÷åñêèå òðóä�

íîñòè. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ îáû÷íîé ïðàêòèêå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòåïåííóþ

àïïðîêñèìàöèþ

Ux(z) = bzm, (4.6)

ãäå b = u∗Cp/z
m
∗ è äëÿ íåéòðàëüíûõ àòìîñ�åðíûõ óñëîâèé îáû÷íî ïðèíèìàþò

çíà÷åíèÿ m = 1/7 è Cp = 6 [58℄.

Ôîðìóëû (4.4) è (4.5) ñîîòâåòñòâóþò èäåàëèçèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà�

÷è ñ áåñêîíå÷íîé ïëîñêîé ñòåíêîé, âëèÿíèå êîòîðîé íà òå÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿ�

åòñÿ íà áåñêîíå÷íî äàëåêèå ðàññòîÿíèÿ. Íà ïðàêòèêå òîëùèíà ïðèçåìíîãî ñëîÿ

êîíå÷íà è ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè âåòðà, ñòåïåíè øåðîõîâàòîñòè

çåìíîé ïîâåðõíîñòè è óñòîé÷èâîñòè ñòðàòè�èêàöèè. Îáû÷íî îáëàñòü ëîãàðè��

ìè÷åñêîãî ïðî�èëÿ ïðîñòèëàåòñÿ îò çåìíîé ïîâåðõíîñòè äî âûñîòû 50− 100 ì,

ðåæå äî 200− 250 ì.

4.2.2 �àäèàöèîííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

×òîáû ñâåñòè çàäà÷ó î ðàññåÿíèè ÷àñòèö â àòìîñ�åðå ê ÷åòêî ïîñòàâëåí�

íîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, íåîáõîäèìî çàäàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè

z = 0. Áëàãîäàðÿ îñàæäåíèþ çåìíàÿ ïîâåðõíîñòü èãðàåò ðîëü ñòîêà äëÿ ïîëÿ

êîíöåíòðàöèè ïåðåíîñèìûõ âîçäóõîì ÷àñòèö. Êàæåòñÿ �èçè÷åñêè ïðàâäîïîäîá�

íûì, ÷òî íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíûõ äåòàëåé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè

è ïîâåðõíîñòüþ, òåìï îñàæäåíèÿ äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö âáëèçè ïîâåðõíîñòè (ñìîòðèòå áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðî�
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ñà â [59;60℄). Ïðèðàâíèâàÿ ïîòîê îñàæäåíèÿ è ïîòîê, ïîëó÷åííûé èç óðàâíåíèÿ

(4.3), ìû ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîìó ðàäèàöèîííîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

[Dzz(z)∂zn+ gτn]z=r = [vdn]z=r, (4.7)

ãäå vd ýòî �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ, à r ýòî íåêîòîðàÿ êîíòðîëü�

íàÿ âûñîòà, íà êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ ïîòîê. Ñëó÷àè vd = 0 è vd → ∞ ñîîòâåòñòâó�

þò àáñîëþòíî îòðàæàþùèì è àáñîëþòíî ïîãëàùàþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Â ïðîìåæóòî÷íîì ñëó÷àå 0 < vd < ∞ ìû èìååì äåëî ñ ÷àñòè÷íî ïîãëîùàþùåé

ïîâåðõíîñòüþ. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, îäíàæäû ïîãëîòèâøèñü íà ãðàíèöå,

÷àñòèöà â îáëàñòü z > 0 óæå íå âîçâðàùàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàøà ìîäåëü

íå ó÷èòûâàåò âîçìîæíîå ïîâòîðíîå âîâëå÷åíèå â äâèæåíèå óæå îñåâøèõ ÷à�

ñòèö [61℄.

Íåñêîëüêî ñëîâ êàñàòåëüíî êîíòðîëüíîé âûñîòû r. Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè

çðåíèÿ, ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè (4.3) êîý��èöèåíò âîçëå ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé

îáíóëÿåòñÿ ïðè z = 0, òî ìû äîëæíû ñòàâèòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà íåêîòîðîé

ïðîìåæóòî÷íîé âûñîòå, ãäå êîý��èöèåíò äè��óçèè (4.4) åùå íå íîëü. Àëüòåð�

íàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò âî ââåäåíèè âñïîìîãàòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîïðàâ�

êè D0 ê êîý��èöèåíòó äè��óçèè Dzz, ÷òî �èçè÷åñêè îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó,

êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî øåðîõîâàòîé ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè îñî�

áåííîñòè òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà âîñïðîèçâîäÿòñÿ ëó÷øå, åñëè èñïîëüçîâàòü

â ðàññ÷åòàõ íåíóëåâîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà äè��óçèè íà óðîâíå çåìëè [62℄.

Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòè äâà ïîäõîäà ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó, ïðîèç�

âåäÿ ñäâèã z → z + r â óðàâíåíèè (4.3), ìû ìîæåì ïåðåéòè ê êîý��èöèåíòó

äè��óçèè Dzz(z) → µz+D0, ãäå D0 = µr, è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.7), êîòîðîå

òåïåðü óæå áóäåò ñòàâèòüñÿ ïðè z = 0. Á�îëüøàÿ ÷àñòü íàøèõ ðåçóëüòàòîâ âûðà�

æàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ r. Â êîíöå âû÷èñëåíèé ìû

âîçüìåì ïðåäåë r → 0 è îêàæåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ vd âûïà�

äàåò èç âñåõ îòâåòîâ! Ïðè÷èíà ýòîé îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè

îáñóæäàåòñÿ íèæå.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (4.3) è ðàçëè÷íûå åãî îáîáùåíèÿ ñîñòàâëÿþò îñ�

íîâó òàê íàçûâàåìîé K-ìîäåëè, óæå äîëãîå âðåìÿ èñïîëüçóåìîé äëÿ òåîðåòè÷å�

ñêîãî îïèñàíèÿ àòìîñ�åðíîé äèñïåðñèè [5℄. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ�

íåíèÿ ñ íåîäíîðîäíûìè ïî âûñîòå êîý��èöèåíòàìè Dzz è Ux, îïðåäåëÿåìû�

ìè �îðìóëàìè (4.4) è (4.6), ìíîãî ðàç îáñóæäàëèñü â ëèòåðàòóðå íà ïðèìåðå
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ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö îò ëèíåéíûõ [63�65℄ è ïîâåðõíîñòíûõ [66; 67℄ èñòî÷íèêîâ. Î

íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññàõ ïåðåíîñà, îïèñûâàåìûõK-ìîäåëüþ, èçâåñòíî íàìíî�

ãî ìåíüøå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàíû

äàâíî. Àíàëèç, ïðîäåëàííûé â ðàáîòå [25℄, äàâøåé ìàòåðèàë äëÿ íàñòîÿùåé

ãëàâû, çàïîëíÿåò ýòîò ïðîáåë.

4.3 Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ÷àñòèö â âîçäóõå îò âðåìåíè

Ïðåäïîëàãàåìàÿ îäíîðîäíîñòü ñòàòèñòèêè òóðáóëåíòíîñòè â ãîðèçîíòàëü�

íîì íàïðàâëåíèè (ïîäðàçóìåâàþùóþ îäíîðîäíîñòü ñâîéñòâ ïîäñòèëàþùåé ïî�

âåðõíîñòè) ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ý��åêòû ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåíîñà è ïåðåéòè

ê ðåäóöèðîâàííîìó îïèñàíèþ â òåðìèíàõ ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà

çàäàííîé âûñîòå ñ(z,t) =
∫ +∞
−∞ n(x,z,t)dx

∂tñ = ∂z[Dzz(z)∂zñ] + gτ∂zñ. (4.8)

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ìîæåò áûòü

îïèñàíî íåçàâèñèìî îò èõ ãîðèçîíòàëüíîãî äâèæåíèÿ.

�àññìîòðèì ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ íåáîëüøîãî îáëàêà ÷àñòèö, âûïóùåííûõ â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà âûñîòå z0. Çà ñ÷åò îñàæäåíèÿ íà çåìíóþ ïîâåðõ�

íîñòü êîëè÷åñòâî ïðèìåñè â âîçäóõå áóäåò óáûâàòü ñî âðåìåíåì. Äëÿ ïðîèçâîëü�

íîãî ìîìåíòà âðåìåíè ÷èñëî ÷àñòèö, îñòàâøèõñÿ â àòìîñ�åðå, ìîæíî çàïèñàòü

êàê N(t) =
∫∞
0 ñ(z,t)dz. Âû÷èñëåíèþ ýòîé âåëè÷èíû è ïîñâÿùåí äàííûé ïîä�

ðàçäåë.

Ìû äîëæíû ðåøèòü óðàâíåíèå òóðáóëåíòíîé äè��óçèè (4.8) ñîâìåñòíî ñ

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (4.7) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì ñ(z,0) = N0δ(z − z0), ãäå N0

ýòî èñõîäíîå ÷èñëî ÷àñòèö â îáëàêå. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, âìåñòî èñïîëü�

çîâàíèÿ íåíóëåâîé êîíòðîëüíîé âûñîòû r â ãðàíè÷íîì óñëîâèè, óäîáíî ââåñòè

ïîñòîÿííóþ äîáàâêó D0 = µr ê êîý��èöèåíòó äè��óçèè. Òîãäà òðàíñïîðòíîå

óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ êàê

∂tñ = µ∂z[(z + r)∂zñ] + gτ∂zñ, (4.9)
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à ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèìåò âèä [µ(z + r)∂zñ+ gτñ]z=0 = [vdn]z=0.

Ïðîèçâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

θ̃s(z) =

+∞
∫

0

dte−stñ(z,t), (4.10)

ìû ïîëó÷àåì îáû÷íîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

µ∂z[(z + r)∂zñs] + gτ∂zñs − sñs = −N0δ(z − z0), (4.11)

ñîïðîâîæäàåìîå ãðàíè÷íûì óñëîâèåì [µ(z + r)∂zñs + gτñs]z=0 = [vdñs]z=0.

Ïåðåéäåì ê íîâîé ïåðåìåííîé ξ =
√
z + r è ïîäñòàâèì ñs = ξ−γf , ãäå

γ = gτ/µ ýòî òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî Ôðóäà [68℄, ïîêàçûâàþùåå íàñêîëüêî âàæåí

ý��åêò ãðàâèòàöèîííîãî îñàæäåíèÿ íà �îíå òóðáóëåíòíîãî òðàíñïîðòà. Ïðè

ξ 6= √
z0 + r �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ìîäè�èöèðîâàííîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ

µξ2
d2f

dξ2
+ µξ

df

dξ
− (γ2 +

4s

µ
ξ2)f = 0. (4.12)

Ñëåäîâàòåëüíî, äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.11) ïðè z 6= z0

ìîãóò áûòü âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

ñs1(z) = (z + r)−γ/2Iγ(2
√

s(z + r)/µ), (4.13)

ñs2(z) = (z + r)−γ/2Kγ(2
√

s(z + r)/µ), (4.14)

ãäå Iγ è Kγ ýòî ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà,

ñîîòâåòñòâåííî [69℄.

Äàëåå ëåãêî óâèäåòü, ÷òî �óíêöèè

ñs(z) =











A1ñs1(z) +A2ñs2(z), 0 ≤ z ≤ z0,

A3ñs2(z), z ≥ z0,

(4.15)

ñ êîý��èöèåíòàìè

A1 =
2N0

µ
(z0 + r)γ/2Kγ

(

2

√

s(z0 + r)

µ

)

, (4.16)
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A2 =

√

sr
µ I ′

γ

(

2
√

sr
µ

)

− (vdµ − γ
2)Iγ

(

2
√

sr
µ

)

(vd
µ
− γ

2
)Kγ

(

2
√

sr
µ

)

−
√

sr
µ
K′

γ

(

2
√

sr
µ

)A1, (4.17)

A3 =
Iγ
(

2
√

s(z0+r)
µ

)

Kγ

(

2
√

s(z0+r)
µ

)A1 +A2, (4.18)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.11) ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì [µ(z +

r)∂zñs + gτñs]z=0 = [vdñs]z=0.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äàåò ñóììàðíûé ïîòîê ÷àñòèö íà ïî�

âåðõíîñòè j̃z(t) = −[vdñ]z=0 â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà

j̃z(t) = − vd
2πi

∫

C

ds est
(

A1θ̃s1(0) + A2θ̃s2(0)
)

=

= −N0

2πi

vd
µ

∫

C

ds est
(

1 +
z0
r

)γ/2 Kγ(2
√

s(z0 + r)/µ)

(vdµ − γ
2)Kγ(2

√

sr/µ)−
√

sr
µK′

γ(2
√

sr/µ)
.

(4.19)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïðè r → 0

j̃z(t) = − N0

iπΓ(γ)

∫

C

ds est
(

sz0
µ

)γ/2

Kγ

(

2

√

sz0
µ

)

. (4.20)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ vd âûïàäàåò èç îòâåòà â ýòîì ïðå�

äåëå.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â �îðìóëå

(4.20) íà êîìïëåêíóþ ïëîñêîñòü ââåäåì ðàçðåç íà îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè äåéñòâè�

òåëüíîé îñè è "ïîñàäèì" êîíòóðíûé èíòåãðàë íà áåðåãà ýòîãî ðàçðåçà. Â èòîãå

ïîëó÷èì

j̃z(t) = − N0

iπΓ(γ)

(

z0
µ

)γ/2
∞
∫

0

sγ/2e−st[eiπγ/2Kγ(2i
√

sz0/µ)−

−e−iπγ/2Kγ(−2i
√

sz0/µ)]ds = − N0

Γ(γ)

zγ0
µγtγ+1

exp

(

−z0
µt

)

. (4.21)

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêå 4.1b äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà

Ôðóäà γ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü îñàæäåíèÿ ìàêñèìàëüíà â ìîìåíò
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âðåìåíè

tm =
z0

(γ + 1)µ
. (4.22)

Ïîòîê îñàæäåíèÿ j̃z è ÷èñëî ÷àñòèö N â âîçäóõå î÷åâèäíî ñâÿçàíû ñîîò�

íîøåíèåì j̃z = dN/dt, à çíà÷èò

N(t) =
N0

Γ(γ)

z0/µt
∫

0

ξγ−1e−ξdξ. (4.23)

Îòíîøåíèå p(t) = N(t)/N0 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

÷àñòèöà, âûïóùåííàÿ íà âûñîòå z0, íå îñåëà íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü âïëîòü äî

ìîìåíòà âðåìåíè t. Ïîâåäåíèå �óíêöèè p(t) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ

ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4.1a.

Èç (4.23), ìû âèäèì, ÷òî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ÷èñëî ÷àñòèö ñïàäàåò ïî

ñòåïåííîìó çàêîíó: N(t) ∝ t−γ
. Ñðåäíåå âðåìÿ îñàæäåíèÿ T ðàâíî

T = −
∫ ∞

0

t
dp

dt
dt =

Γ(γ − 1)

Γ(γ)

z0
µ
, (4.24)

ïðè óñëîâèè γ > 1, è áåñêîíå÷íî, åñëè γ ≤ 1.

4.4 Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü îñàæäåííîãî ìàòåðèàëà

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ìû íàøëè, êàê áûñòðî îñàæäàþòñÿ ÷àñòèöû.

Òåïåðü ïîñòàâèì âîïðîñ î òîì, êàê äàëåêî îò òî÷êè âûáðîñà ïðîèñõîäèò îñà�

æäåíèå. Îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì îïðåäåëèòü ðåçóëüòèðóþùóþ ïîâåðõíîñòíóþ

ïëîòíîñòü σ(x) îñàæäåííîãî ìàòåðèàëà. Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëåíà êàê ïîëíîå

÷èñëî îñåâøèõ ÷àñòèö íà åäèíèöó äëèíû â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, òî

åñòü

σ(x) = −
+∞
∫

0

jz(x,z = 0,t)dt, (4.25)

ãäå jz = −Dzz(z)∂zn− gτn ýòî âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîòîêà ÷àñòèö.
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a)

b)

�èñóíîê 4.1 � a) âåðîÿòíîñòü íåîñàæäåíèÿ p(t) äëÿ òÿæåëîé ÷àñòèöû,

íàõîäèâøåéñÿ èçíà÷àëüíî íà âûñòîòå z0 íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè; b)

ñóììàðíûé ïîòîê îñàæäåíèÿ j̃z(t) íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Çàïèøåì òðàíñïîðòíîå óðàâíåíèå (4.3) ñî ñòåïåííûì ïðî�èëåì ñðåäíåãî

âåòðà (4.6) è ïîñòîÿííîé ïîïðàâêîé ê êîý��èöèåíòó òóðáóëåíòíîé äè��óçèè

∂tn = µ∂z[(z + r)∂zn] + gτ∂zn− bzm∂xn. (4.26)

Íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ ãëàñÿò n(x,z,0) = N0δ(x)δ(z − z0) è [µ(z +

r)∂zn+ gτn]z=0 = [vdn]z=0. Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå (4.25) â âèäå

σ(x) = −Jz(x,z = 0), (4.27)

ãäå Jz = −µ(z + r)∂zN − gτN ýòî ïîòîê äëÿ ïðîèíòåãðèðîâàííîé ïî âðåìåíè

êîíöåíòðàöèè N (x,z) =
∫∞
0 n(x,z,t)dt, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

µ∂z[(z + r)∂zN ]n+ gτ∂zN − bzm∂xN = −N0δ(x)δ(z − z0), (4.28)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì [µ(z + r)∂zN + gτN ]z=0 = [vdN ]z=0.
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Äàëåå, âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé x äëÿ �óêíöèè

N (x,z)

Ns(z) =

+∞
∫

0

e−sxN (x,z)dx. (4.29)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âåäåò ê ñëåäóþùåìó íåîäíîðîäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ íà Ns(z)

µ∂z[(z + r)∂zNs]n+ gτ∂zNs − sbzmNs = −N0δ(z − z0). (4.30)

Â îáëàñòè 0 ≤ z ≤ z0 ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè [µ(z + r)∂zNs +

gτNs]z=0 = [vdNs]z=0 äàåò

Ñs(z) = B1Ns1(z) + B2Ns2(z), (4.31)

ãäå

Ns1(z) = (z + r)−γ/2Iγm

(

2

√

bs

µ

(z + r)
m+1

2

m+ 1

)

, (4.32)

Ns2(z) = (z + r)−γ/2Kγm

(

2

√

bs

µ

(z + r)
m+1

2

m+ 1

)

, (4.33)

B1 =
2N0

(m+ 1)µ
(z0 + r)γ/2Kγm

(

2

√

bs

µ

(z0 + r)
m+1

2

m+ 1

)

, (4.34)

B2 =
r

m+1

2

√

bs
µ I ′

γm

(

2
√

bs
µ
r
m+1
2

m+1

)

− (vdµ − γ
2)Iγm

(

2
√

bs
µ
r
m+1
2

m+1

)

(vdµ − γ
2)Kγm

(

2
√

bs
µ
r
m+1
2

m+1

)

− r
m+1

2

√

bs
µK′

γm

(

2
√

bs
µ
r
m+1
2

m+1

)B1, (4.35)

è γm = γ/(m+ 1).

Ïðèìåíèì òåïåðü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê ðåøåíèþ (4.31) è

ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â �îðìóëó (4.27). Ýòî äàåò ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ÷à�



68

ñòèö â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

σ(x) =
vdN0

2πi

∫

C

esx
(

1 + z0
r

)γ/2Kγm

(

2
√

bs
µ
(z0+r)

m+1
2

m+1

)

(vd − µγ
2 )Kγm

(

2
√

bs
µ
r
m+1
2

m+1

)

− r
m+1

2

√
µbsK′

γm

(

2
√

bs
µ
r
m+1
2

m+1

)ds,

(4.36)

êîòîðûé â ïðåäåëå r → 0 ïðèíèìàåò âèä

σ(x) =
N0z

γ/2
0 bγm/2

µγm/2(m+ 1)γmΓ(γm)πi

∫

C

esxsγm/2Kγm

(

2

√

bs

µ

z
m+1

2

0

m+ 1

)

ds. (4.37)

Ñíîâà ïðîèñõîäèò çàìå÷àòåëüíîå ñîêðàùåíèå ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ vd. Êàê è â

ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ìû ââîäèì ðàçðåç âäîëü îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè äåé�

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è äå�îðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû îí ïîïàë íà áåðåãà ýòîãî ðàçðåçà. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé

îòâåò

σ(x) = N0

[

(m+ 1)2µ

bzm+1
0

]− γ

m+1 x− γ
m+1

−1

Γ
(

γ
m+1

) exp

(

− bzm+1
0

(m+ 1)2µx

)

. (4.38)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû

∫∞
0 σ(x)dx = N0. Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü îñàæäåííûõ ÷àñòèö òîæäåñòâåííî

ðàâíà íóëþ ïðè x ≤ 0, ïîñêîëüêó íàøà ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò òóðáóëåíòíóþ

äè��óçèþ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Èç óðàâíåíèÿ (4.38) ìû íàõîäèì,

÷òî ïèê ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè σ(x) íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè

xm =
bzm+1

0

(m+ 1)(γ +m+ 1)µ
(4.39)

îò òîãî ìåñòà, ãäå ÷àñòèöû áûëè âáðîøåíû â àòìîñ�åðó, à ñðåäíåå ðàññòîÿíèå,

íà êîòîðîå óíîñèòñÿ ÷àñòèöà ðàâíî

X =
1

N0

∞
∫

0

x σ(x)dx =
Γ
(

γ
m+1 − 1

)

Γ
(

γ
m+1

)

bzm+1
0

(m+ 1)2µ
, (4.40)

ïðè óñëîâèè γ > m+ 1, è áåñêîíå÷íî â ñëó÷àå ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà.
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Ôîðìóëà (4.38) èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, ÷òî è êëàññè÷åñêèé ðåçóëü�

òàò �àóíäñà è �îäñîíà äëÿ ïðî�èëÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà îñàæäåíèÿ â ñòà�

öèîíàðíîé çàäà÷å, ãäå ÷àñòèöû âáðàñûâàþòñÿ ïîñòîÿííûì ëèíåéíûì èñòî÷íè�

êîì [63;64℄. Ïðèìå÷àòåëüíî, â ýòèõ ðàáîòàõ ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ vd áûëà âûáðà�

íà ðàâíîé ñêîðîñòè ãðàâèòàöèîííîé ñåäèìåíòàöèè gτ , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàíó�

ëåíèþ òóðáóëåíòíîé êîìïîíåíòû ïîòîêà ïðè z = 0. Íàø àíàëèç ïîêàçûâàåò,

÷òî ðåçóëüòàò (4.38) óíèâåðñàëåí (ò.å. íå çàâèñèò îò vd), â ïðåäåëå êîãäà êîí�

òðîëüíàÿ âûñîòà r â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (4.7) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

4.5 Íåñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ïî âûñîòå

Àíàëèç, ïðîâåäåííûé â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïîäðàçäåëàõ, óáåäèòåëüíî ïî�

êàçàë, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà îñàæäåíèÿ ÷àñòèö â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé

íàìè ìîäåëè íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ vd â ïðåäåëå r → 0. Ôîðìàëüíîå

îáúÿñíåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (4.8) òî÷êà z = 0,

â êîòîðîé êîý��èöèåíò äè��óçèè (1.5) îáíóëÿåòñÿ, íåèçáåæíî ÿâëÿåòñÿ ïîãëî�

ùàþùåé, ñì. íàïðèìåð [70℄. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, êîãäà ìû ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó

r → 0, ý��åêò ëþáîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñòàíîâèòñÿ íåîòëè÷èì îò ý��åêòà

àáñîëþòíî ïîãëàùàþùåé ñòåíêè: ïîïàäàÿ ñ åäèíè÷íîé âåðîÿòíîñòüþ çà êîíå÷�

íîå âðåìÿ â òî÷êó z = 0, ÷àñòèöû óæå íå ìîãóò âåðíóòüñÿ â îáëàñòü z > 0.

Ýòî ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(4.8) ñ íåñîõðàíÿþùåéñÿ íîðìèðîâêîé, â êîòîðîå ïåðåõîäÿò âñå åãî ðåøåíèÿ ñ

ðåãóëÿðèçîâàííûì êîý��èöèåíòîì äè��óçèè Dzz(z) = µ(z+ r) â ïðåäåëå r →
íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ vd. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ñëåäóþùåå

íåñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ(z,t) =
N0

µt

(z0
z

)γ/2

exp

(

−z + z0
µt

)

Iγ
(

2
√
zz0
µt

)

, (4.41)

ýòî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.8), óäîâëåòâîðÿþùåå äåëüòà-�óíêöèîíàëüíî�

ìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ñ(z,0) = N0δ(z−z0). �àñïðåäåëåíèå (4.41) íå ñîõðàíÿåò

ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö è åãî èíòåãðèðîâàíèå ïî z îò 0 äî +∞ äàåò â òî÷íîñòè �îð�

ìóëó (4.23). Â êíèãå [70℄ ýòî ðåøåíèå ïîëó÷åíî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ γ = 1, à â [5℄
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ïðèâåäåí õîðîøî èçâåñòíûé îòâåò äëÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, γ = 0. Îòíîøåíèå

ñ(z,t)/N0 åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷àñòèöà, íà÷àâøàÿ äâèæåíèå ñ

âûñîòû z0, íàõîäèòñÿ íà âûñîòå z â ìîìåíò âðåìåíè t, ñì. ðèñóíîê (4.2).
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�èñóíîê 4.2 � Âåðòèêàëüíûé ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, íàõîäèâøèõñÿ

èçíà÷àëüíî íà âûñîòå z0 íàä çåìëåé, äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè:

µt/z0 = 2−4, 2−3,2−2,2−1,20,21, 22 è 23.

4.6 Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèëè ðàññåÿíèå ïðèìåñíûõ ÷àñòèö â ïðèçåìíîì àòìî�

ñ�åðíîì ñëîå. Ýòà ïðîáëåìà äàâíî ïðèâëåêàåò èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé â îáëà�

ñòè ýêîëîãèè, ìåòåîðîëîãèè, áèîëîãèè è ìíîãèõ äðóãèõ. Èñïîëüçîâàâøàÿñÿ íà�

ìè ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü áàçèðóåòñÿ íà äâóìåðíîì òðàíñïîðòíîì óðàâíåíèè

è ó÷èòûâàåò òóðáóëåíòíóþ äè��óçèþ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïåðåíîñ

ñðåäíèì ãîðèçîíòàëüíûì âåòðîì è ãðàâèòàöèîííóþ ñåäèìåíòàöèþ. Â îòëè÷èå

îò áîëüøèíñòâà áîëåå ðàííèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò â ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåíîé

àòìîñ�åðíîé äèñïåðñèè, ìû ñ�îêóñèðîâàëè âíèìàíèå íà íåñòàöèîíàðíîì ñëó�

÷àå. À èìåííî, áûëè ðàññìîòðåíû ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ è îñàæäåíèÿ íà çåìëþ
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÷àñòèö, èçíà÷àëüíî âûïóùåííûõ íà îïðåäåëåííîé âûñîòå â ïðåäåëàõ ïðèçåì�

íîãî ñëîÿ. Íàìè áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà

ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Êðîìå òîãî,

ìû óñòàíîâèëè, ïî êàêîìó çàêîíó ÷èñëî ÷àñòèö â âîçäóõå óáûâàåò âî âðåìåíè

áëàãîäàðÿ îñàæäåíèþ íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü è êàê âåäåò ñåáÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ

ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü îñàæäåííîãî ìàòåðèàëà â ïîäâåòðåííîì íàïðàâëåíèè.

Îòäåëüíî õîòåëîñü áû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îáíàðóæåííàÿ çäåñü íå÷óâñòâè�

òåëüíîñòü îòâåòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäåëå íóëåâîãî êîý��èöèåíòà òóðáóëåíò�

íîé äè��óçèè íà óðîâíå çåìëè, ê ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ vd, ïî-âèäèìîìó, íèêåì

íå îòìå÷àëàñü ðàíåå.
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Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, íàìè áûëà ðàññìîòðåíà äèíàìèêà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â ïðîñòðàí�

ñòâåííî-íåîäíîðîäíûõ ñëó÷àéíûõ òå÷åíèÿõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ïîñêîëüêó êàæ�

äàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîïðîâîæäàëàñü ñâîèì çàêëþ÷åíèåì, çäåñü ìû ñ�îðìó�

ëèðóåì òîëüêî ðÿä ñàìûõ îáùèõ âûâîäîâ è çàìå÷àíèé.

Ìû ââåëè áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð I â êà÷åñòâå ìåðû èíåðöèîííîñòè ÷à�

ñòèöû â óñëîâèÿõ íåîäíîðîäíîñòè ñòàòèñòèêè íåñóùåãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Åñëè â

ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå òå÷åíèÿ õàðàêòåðíàÿ �ëóêòóàöèîííàÿ êîìïîíåíòà ñêî�

ðîñòè æèäêîñòè â íàïðàâëåíèè íåîäíîðîäíîñòè ðàâíà u0, à åå âðåìÿ êîððåëÿöèè

ýòî τc, òî ïàðàìåòð èíåðöèè ÷àñòèöû ñî âðåìåíåì ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè τ & τc

ìîæíî çàïèñàòü êàê I = u0
√
ττc/l, ãäå l � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá íåîäíîðîäíî�

ñòè. Ýòîò ïàðàìåòð èãðàåò äëÿ ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè ÷àñòèöû òàêóþ æå ðîëü,

êàêóþ øèðîêî èñïîëüçóåìîå ÷èñëî Ñòîêñà St = τ/τc èãðàåò äëÿ åå ìãíîâåííîé

ñêîðîñòè. ×èñëî Ñòîêñà ðàâíî îòíîøåíèþ âðåìåíè èíåðöèîííîãî îòêëèêà ÷à�

ñòèöû êî âðåìåíè æèçíè òèïè÷íûõ �ëóêòóàöèé ïîòîêà, è ïîçâîëÿåò ñóäèòü,

íàñêîëüêî ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòëè÷àåòñÿ îò ñêîðîñòè îêðóæàþùåé

æèäêîñòè. Ìàëîñòü ÷èñëà Ñòîêñà îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà ïàññèâíî ñëåäóåò çà ïî�

òîêîì, óñïåâàÿ îòêëèêàòüñÿ íà õàðàêòåðíûå �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòè. Â ñâîþ

î÷åðåäü, ïàðàìåòð èíåðöèè I îïðåäåëåí êàê îòíîøåíèå âðåìåíè èíåðöèîííîãî

îòêëèêà ÷àñòèöû êî âðåìåíè, íåîáõîäèìîìó åé, ÷òîáû ïî÷óâñòâîâàòü íåîäíî�

ðîäíîñòü. Ýòî ïàðàìåòð ïîêàçûâàåò, êàê ñèëüíî õàðàêòåðíûå �ëóêòóàöèè ñêî�

ðîñòè ÷àñòèöû îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî äèêòóþòñÿ ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ

òóðáóëåíòíîñòè. Ìàëûé ïàðàìåòð èíåðöèè îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòèêà ñêîðîñòè

÷àñòèöû óñïåâàåò ïîäñòðàèâàòüñÿ ïîä ëîêàëüíóþ òóðáóëåíòíîñòü.

Ïðåäûäóùèå òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå âîïðîñàì òóðáóëåíòíî�

ãî òðàíñïîðòà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö â íåîäíîðîäíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèÿõ,

ÿâíî èëè íåÿâíî èìåëè äåëî ñ ïðåäåëîì I ≪ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò ëî�

êàëüíî-ðàâíîâåñíîå ïðèáëèæåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïèñàòü ýâîëþöèþ êîíöåíòðà�

öèè ÷àñòèö ãðàäèåíòíûì òðàíñïîðòíûì óðàâíåíèåì. Ìû íå ñòàëè îãðàíè÷èâàòü

ñåáÿ ïðåäåëîì ìàëîãî ïàðàìåòðà èíåðöèè, ïðîàíàëèçèðîâàâ òàêæå ðåæèì, êî�

ãäà ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå ñèëüíî íàðóøåíî, ò.å. I & 1. Åñëè ïðè I ≪ 1 ðåëàê�

ñàöèÿ ê ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû
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ïðîèñõîäèò ëîêàëüíûì îáðàçîì çà ñ÷åò âÿçêîãî òðåíèÿ, òî â ñëó÷àå I ≫ 1, êàê

îêàçàëîñü, âÿçêîé ðåëàêñàöèåé ìîæíî âîâñå ïðåíåáðå÷ü è ïåðåéòè ê ïðèáëè�

æåíèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ. �åëàêñàöèÿ ê ðàâíîâåñèþ â ýòîì ïðåäåëå

âîçìîæíà òîëüêî çà ñ÷åò íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû ñ îãðàíè÷èâàþùåé

òóðáóëåíòíûé ïîòîê ñòåíêîé ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè ñòîëêíîâåíèÿ äîñòàòî÷íî

äèññèïàòèâíû.

Áîëüøîå âíèìàíèå â ïðåäñòàâëåííîì èññëåäîâàíèè áûëî óäåëåíî ñâîé�

ñòâàì ëîêàëèçàöèè ÷àñòèö. Ìû îïèñàëè ðÿä äèíàìè÷åñêèõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ

ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ, ïðè êîòîðûõ èçìåíåíèå íåêîòîðîãî êîíòðîëüíîãî

ïàðàìåòðà (÷èñëà Ñòîêñà St, ïàðàìåòðà èíåðöèè I, êîý��èöèåíòà âîññòàíîâ�

ëåíèÿ ñêîðîñòè β) èìååò ðàäèêàëüíûå ïîñëåäñòâèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíà�

ìèêè ÷àñòèö: àêêóìóëÿöèÿ ÷àñòèö âáëèçè ñòåíêè èëè â îáëàñòè ïîíèæåííîé

èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ñìåíÿåòñÿ èõ

ñòðåìëåíèåì óáåæàòü íà áåñêîíå÷íîñòü è íàîáîðîò. Îòäåëüíî îòìåòèì òó îòëè�

÷èòåëüíóþ ÷åðòó ðåæèìà ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì I, ÷òî èíåðöèÿ ÷àñòèö èãðàåò

ïðîòèâ èõ ëîêàëèçàöèè. Êàê èçâåñòíî, ãðàäèåíò òóðáóëåíòíîñòè âåäåò ê âîç�

íèêíîâåíèþ òóðáî�îðè÷åñêîãî ïîòîêà ÷àñòèö ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì èíåðöèè â

ñòîðîíó ìèíèìóìà ïóëüñàöèé òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè. À âîò â ïðå�

äåëå áîëüøîé èíåðöèè ÷àñòèöû â ñðåäíåì ñòðåìÿòñÿ óæå ïðî÷ü îò ìèíèìóìà,

ïîñêîëüêó äëèíà èõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ïîçâîëÿåò ïðîëåòàòü ñêâîçü íåãî.

Çäåñü íåîáõîäèìî ïðèçíàòü, ÷òî èñïîëüçóåìûå íàìè èäåàëèçèðîâàííûå

ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ãðóáûì óïðîùåíèåì ðåàëüíîñòè. Ìû, ê ïðèìåðó, íå

ó÷èòûâàëè êîãåðåíòíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ìîãóò ñóùåñòâåííî

âëèÿòü íà ïðîöåññû òðàíñïîðòà â ïðèñòåííîé îáëàñòè [71℄. Îòâåò íà âîïðîñ î

âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèÿ ïðåäñêàçàííûõ íàìè ý��åêòîâ â ðåàëüíûõ ãèäðîäè�

íàìè÷åñêèõ ïîòîêàõ äîëæíî äàòü ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñ ðåêîìåí�

äóåìûì òåîðèåé íàáîðîì ïàðàìåòðîâ.

Îñîáîå ìåñòî â ýòîé ðàáîòå çàíèìàåò ïîñëåäíÿÿ ãëàâà, ãäå îáñóæäàëàñü

äèñïåðñèè òÿæåëûõ ÷àñòèö â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå àòìîñ�åðû. Ôåíî�

ìåíîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå òóðáóëåíòíîé äè��óçèè äëÿ ýòîé çàäà÷è ñ�îðìóëè�

ðîâàíî áîëåå ïîëóâåêà íàçàä è ðåøàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè, íî â îñíîâíîì äëÿ

ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ. Ìû æå îáðàòèëèñü ê íåñòàöèîíàðîé ñèòóàöèè, ðåøèâ

çàäà÷ó î ðàññåíèè îáëàêà ÷àñòèö ñ ó÷åòîì ÷àñòè÷íî ïîãëàùàþùåãî (ðàäèàöèîí�

íîãî) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèëî
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íàì îïèñàòü ïðîñòåéøèå "�rst-passage" [72℄ ñâîéñòâà ïðîöåññà àòìîñ�åðíîé äè��

�óçèè. À èìåííî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåîñàæäåíèÿ ÷àñòèöû óáûâàåò

ñòåïåííûì îáðàçîì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñ ýêñïîíåíòîé, îïðåäåëÿåìîé îòíîøåíè�

åì ñêîðîñòè ãðàâèòàöèîííîé ñåäèìåíòàöèè ê õàðàêòåðíîé àìïëèòóäå ïóëüñàöèé

òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ âîçäóõà (÷èñëî Ôðóäà). Èíòåðåñíî áûëî áû ïðîâåðèòü

ýòî ïðåäñêàçàíèå ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàíñïîðòà ÷àñòèö â òóðáó�

ëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Â.Â. Ëåáåäåâó

è ñîàâòîðàì ñâîèõ ïóáëèêàöèé, �.Å. Ôàëüêîâè÷ó, À.È. ×åðíûõ, Ñ.Ñ. Âåðãåëå�

ñó è È. Ôóêñîíó, áëàãîäàðÿ ìíîãî÷èñëåííûì îáñóæäåíèÿì ñ êîòîðûìè ñòàëî

âîçìîæíûì ñ�îðìóëèðîâàòü è ðàçðåøèòü âîïðîñû, îñâåùåííûå â ýòîé äèññåðòà�

öèè. Îñîáàÿ áëàãîäàðíîñòü âûðàæàåòñÿ À.È. ×åðíûõ, îáíàðóæèâøåìó ïåðåõîä

ëîêàëèçàöèÿ-äåëîêàëèçàöèÿ ïðè èçìåíåíèè ñòåïåíè íåóïðóãîñòè ñòîëêíîâåíèé

÷àñòèö ñî ñòåíêîé â ÷èñëåííîì ñ÷åòå, ÷òî ñòèìóëèðîâàëî ïîñëåäóþùåå ïîñòðî�

åíèå òåîðèè.
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