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Ââåäåíèå

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçëè÷íûì âîïðîñàì òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äâóì îáúåêòàì èññëåäîâàíèÿ � êâàçèøòåê-

êåëåâûì ãàìèëüòîíèàíàì è êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì Áåêëóíäà. Òàêæå

áóäóò ðàññìîòðåíû ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ êâàíòîâûõ âîë÷êîâ â âèäå

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ; îäåâàíèå ñèñòåì ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííû-

ìè â äâóìåðíîì ñëó÷àå è ïðèëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòèì ìåòîäîì; ïîñòðîåíèå

äâóìåðíûõ óðàâíåíèé òèïà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà; ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêî-

ãî ãàçà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ñèñòåìû

Ëåâè è óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå PII −PIV ; êëàññèôèêàöèÿ ñêàëÿðíûõ èíòåãðèðóå-

ìûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñ ïîìîùüþ ïàðû Ëàêñà â Ôóðüå

ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ èçó÷åíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì îñîáî âàæíû ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå

â êîíêðåòíîé çàäà÷å. Â òîì ÷èñëå � ýòî ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è, ïðåäëîæåííûé

Ãàðäíåðîì, Ãðèíîì, Êðóñêàëîì è Ìèóðîé è ðàçâèòûé ïîòîì Ãàðäíåðîì, Çàõà-

ðîâûì, Ôàääååâûì äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ, Çàõàðîâûì è Øàáàòîì äëÿ íåëèíåéíî-

ãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà è ìíîãèìè äðóãèìè àâòîðàìè; ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà,

èëè ïàðà Ëàêñà, ââåäåííàÿ Ëàêñîì äëÿ ñîëèòîíîâ â íåïðåðûâíîé ñðåäå; ìåòîä

îäåâàíèÿ Çàõàðîâà�Øàáàòà; ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà, ñèììåòðèéíûé ìåòîä,

ðàçðàáîòàííûé Øàáàòîì è åãî ó÷åíèêàìè, òåñò Ïåíëåâå, ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-

íûõ, à òàêæå äðóãèå ìåòîäû è êîìáèíàöèÿ ýòèõ è óïîìÿíóòûõ âûøå ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ.

Îò÷àñòè ýòè ìåòîäû (êîìáèíàöèÿ ýòèõ ìåòîäîâ) áóäóò èñïîëüçîâàíû è â

äàííîé äèññåðòàöèè.

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè. Êâàçèøòåêêåëåâû

ãàìèëüòîíèàíû (ò.å. øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ñ ìàãíèòíûì ïîëåì) ÿâëÿþò-

ñÿ âàæíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ, ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèå âîë÷êè ñ äîïîë-

íèòåëüíûì êâàäðàòè÷íûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò Äàðáó
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ìîæíî ïðèâåñòè ê ïàðå êîììóòèðóþùèõ êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì ãàìèëü-

òîíèàíîâ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü ïðå-

îáðàçîâàíû ê ïàðå êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êàê áóäåò ïîêàçàíî â

Ãëàâå 1. Ýòî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò êðóã âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé. Îáúåêòû,

àíàëîãè÷íûå êâàçèøòåêêåëåâûì ãàìèëüòîíèàíàì, ïîÿâëÿëèñü â ëèòåðàòóðå ðà-

íåå â ðàáîòå Ôåðàïîíòîâà è Ôîðäè [41], ãäå áûëè ïîëó÷åíû ðÿä ïðèìåðîâ òàêèõ

ïàð; äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðåäñòàâèòåëåé òàêèõ ñèñòåì (â íåñêîëüêî èíîé êàëèá-

ðîâêå) ïîëó÷èë ßõüÿ [161] (ñì. òàêæå ññûëêè â ýòîé ðàáîòå). Ñòîèò âûäåëèòü

òàêæå ðàáîòó Äîðèööè, Ãðàììàòèêîñà, Ðàìàíè è Âèíòåðíèöà [37]. Ñëåäóåò îò-

ìåòèòü, ÷òî ïóáëèêàöèé, ãäå èçó÷àþòñÿ îáúåêòû òèïà êâàçèøòåêêåëåâûõ ãà-

ìèëüòîíèàíîâ, îòíîñèòåëüíî íåìíîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ äåñÿòêàìè ïóáëèêàöèé,

ãäå èçó÷àþòñÿ øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû (ñì. Ðàçäåë 1.1 Ãëàâû 1).

Ïðè êîììóòèðîâàíèè êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ âîçíèêàþò äâà

íåòðèâèàëüíûõ óñëîâèÿ (â îòëè÷èå îò øòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ãäå ïî-

äîáíûå óñëîâèÿ âîîáùå íå âîçíèêàþò), êîòîðûå íåïðîñòî ðàçðåøèòü. Âîîáùå,

òàêîãî ðîäà òðóäíîñòè âîçíèêàþò â ñèñòåìàõ, çàâèñÿùèõ îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåííî èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ñ ìàãíèòíûì ïî-

ëåì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àêòóàëüíûì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îáúåêòû, ñõîäíûå ñ

êâàçèøòåêêåëåâûìè ãàìèëüòîíèàíàìè ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäíû, ðàíåå íå

èçó÷àëèñü è ÷àñòè÷íî èçó÷åíû â äàííîé äèññåðòàöèè.

Êëàññè÷åñêèå âîë÷êè, îñîáåííî âîë÷îê Êëåáøà è âîë÷îêØîòòêè�Ìàíàêîâà,

àêòèâíî èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [2, 30, 40, 67, 65, 73, 83], à òàêæå

[113, 121, 125, 132, 20] è äð. Ñâÿçü ýòèõ è äðóãèõ âîë÷êîâ ñ êâàçèøòåêêåëåâûìè

ãàìèëüòîíèàíàìè áóäåò èçó÷àòüñÿ â äàííîé äèññåðòàöèè.

×òî êàñàåòñÿ êâàíòîâûõ àíàëîãîâ êâàçèøòåêêåëåâûõ ñèñòåì, òî ýòà òåìà

íå îòðàæåíà äîëæíûì îáðàçîì â ëèòåðàòóðå, â îòëè÷èå îò êâàíòîâûõ øòåêêåëå-

âûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êîòîðûå èçó÷àëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [18]. Ïðîáëåìà

èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ýëåêòðîìàãíèò-

íîì ïîëå èçó÷àåòñÿ äîâîëüíî äàâíî (ñì. [41] è ññûëêè òàì), íî äî ñèõ ïîð íå

èññëåäîâàíà äî êîíöà è òðåáóåò äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ, ÷åìó ïîñâÿùåíà Ãëàâà

2 äàííîé äèññåðòàöèè.

Ñ ïîÿâëåíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì áûëè ðàññìîò-

ðåíû ðàçíûå àñïåêòû èññëåäóåìîé çàäà÷è. Â ðàáîòå [38] áûë èçó÷åí êëàññ ðå-

øåíèé (êîíå÷íîçîííûõ) óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì (ñì. òàê-

æå [116]). Â ðàáîòå [43] äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ôàêòî-
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ðèçàöèè (ñì. òàêæå ññûëêè â ýòîé ðàáîòå).

Çàäà÷à îá óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå ñ äîïîëíèòåëüíûì

ëèíåéíûì ëèáî êâàäðàòè÷íûì äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàëàñü â ðàáîòå [16] (ñì. òàêæå öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû). Â ýòîé ðàáîòå áûë

ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ óðàâíåíèé â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êî-

îðäèíàò, íî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïðèìåðàì,

íå áûëè ïðîèíòåãðèðîâàíû. Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû è ïðîèíòåãðèðîâàíû äâà

íîâûõ ïðèìåðà òàêèõ óðàâíåíèé.

Êîììóòàòèâíûå êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èãðàþò âàæíóþ

ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Â ñëó÷àå îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé çàäà-

÷à èõ îïèñàíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà â ðàáîòàõ Øóðà [136] è Á¼ð÷íåëëà�

×îíäè [25]. Ïîçäíåå ýòè ðåçóëüòàòû íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â òåî-

ðèè èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé òèïà Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà, îòìåòèì ëèøü îïè-

ñàíèå êîíå÷íîçîííûõ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷åííîå Íîâèêîâûì, Êðè÷åâåðîì è äð.

[115, 76], è àëãîðèòì ïðîâåðêè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé èíòåãðèðóåìîñòè, ðàçðà-

áîòàííûé Øàáàòîì è äð. [108]. Ãëàâà 3 ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîì-

ìóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñïåöèàëüíîãî òèïà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà (ÏÁ) ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ìîùíûì èíñòðóìåí-

òîì â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèåì

èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû, ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîçâîëÿþò �ðàçìíîæàòü� ðåøåíèÿ

ñèñòåìû, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî åå ðåøåíèÿ, äàæå òðèâèàëüíîãî.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå áûëî ïîëó÷åíî âïåðâûå Áåêëóíäîì â 1883 ãîäó

[13]. Îí ïîëó÷èë ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå îäíó ïîâåðõíîñòü îòðèöàòåëüíîé êðè-

âèçíû òðàíñôîðìèðóåò â äðóãóþ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçî-

âàíèþ Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ sin�Gordon. Âïîñëåäñòâèè ÏÁ ïðèîáðåëè íå òîëüêî

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ íîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì âñêîðå ïîÿâëÿëèñü ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà è äëÿ íèõ. Ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ýòèõ ñèñòåì âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðà 2×2, ïîëó÷åíèå ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà íå âûçûâàëî îñîáûõ ñëîæíîñòåé. Îäíàêî

â ñëó÷àå ìàòðèö ñ áîëüøèì ðàçìåðîì ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Ìû

ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî ðîäà äàëåå. Ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà

â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëî ââåäåíî â ðàáîòå Êîäàìû è Âàäàòè

[66] äëÿ óðàâíåíèé ÊäÔ, ìÊäÔ, sin-Gordon. Äàííûé ìåòîä òàêæå ïðèìåíÿëñÿ

â ðàáîòå Êóçíåöîâà è Ñêëÿíèíà [77] äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè Òîäû è äëÿ
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ýëëèïòè÷åñêîé ìîäåëè Ðóéçåíàðñà. Äàííûé ìåòîä ðàçâèò â Ãëàâå 4, ãäå ïðèâå-

äåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà, ïîñòðîåíû íîâûå ÏÁ.

Ìåòîäû îäåâàíèÿ è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ýô-

ôåêòèâíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Îäíàêî íàñêîëüêî íàì

èçâåñòíî, ñèíòåç ýòèõ ìåòîäîâ íå ïðèìåíÿëñÿ ðàíåå. Èçó÷åíèþ ýòîãî ìåòîäà

ïîñâÿùåíà Ãëàâà 5.

Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå (PI − PV I) [62], èçâåñòíûå åùå ñ êîíöà ïðîøëîãî

âåêà, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèâëåêàþò ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå èç-çà èõ øèðîêî-

ãî ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Èçíà÷àëüíî îíè

áûëè ïîëó÷åíû Ïåíëåâå êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,

ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå îáëàäàþò ïîäâèæíûìè îñîáûìè òî÷êàìè, êðîìå ïîëþñîâ.

Íà ñàìîì äåëå ïîäâèæíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèé âñåõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå, êðî-

ìå Ïåíëåâå I, ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â îáùåì ñëó÷àå. Óðàâíåíèå

Ïåíëåâå I âûáèâàåòñÿ èç îáùåãî ðÿäà, âî-ïåðâûõ, èç-çà òîãî, ÷òî åãî ðåøåíèÿ

ìîãóò èìåòü ïîäâèæíûå îñîáåííîñòè òîëüêî â âèäå ïîëþñîâ âòîðîãî ïîðÿäêà,

âî-âòîðûõ, ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà.

Êàê èçâåñòíî, íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê

àâòîìîäåëüíûå ðåäóêöèè èíòåãðèðóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [22]

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå PIV ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê àâòîìîäåëüíàÿ

ðåäóêöèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÍØ), à â Ãëàâå 6 ðàññìîòðåí

ëàãðàíæèàí ñèñòåìû Ëåâè, ïîêàçàíî, ÷òî â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ âàðèà-

öèÿ ýòîãî ëàãðàíæèàíà ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ PIV, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî

âñå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ PIV îïðåäåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è î ñòà-

öèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè äâóìåðíîãî êóëîíîâñêîãî ãàçà â ïàðàáîëè÷åñêîì ïî-

òåíöèàëå.

Èñïîëüçóåìûé â äèññåðòàöèè ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå èìååò ñâîé àíàëîã (íî íå áóê-

âàëüíî), òàê íàçûâàåìûé ñèìâîëüíûé ìåòîä.

Ýòîò ìåòîä áûë ââåäåí â òåîðèþ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Ãåëüôàíäîì è

Äèêèì [48], à òàêæå Çàõàðîâûì è Øóëüìàíîì êàê ïåðòóðáàòèâíûé ïîäõîä è

óëó÷øåí â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Ñàíäåðñà [130], à òàêæå Ìèõàéëîâà è Â. Íîâè-

êîâà [106]. Îáùåé ÷åðòîé è îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì îáîèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ

òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé â ïðî-

ñòðàíñòâå Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âîëíîâûõ ÷èñåë k, à íå îïåðàòîðàìè.

Ïðèìåíåíèþ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ñêàëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðà-
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òè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåíà Ãëàâà 7.

Ñóììèðóÿ âûøåñêàçàííîå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿ-

ùåíà ðàçâèòèþ ðÿäà àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëü-

òîíèàíîâ êàê â êëàññè÷åñêîì, òàê è â êâàíòîâîì ñëó÷àÿõ, èõ ñâÿçè ñ êëàññè÷å-

ñêèìè âîë÷êàìè, à òàêæå ñ ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè, êâàäðàòè÷íûìè ïî èì-

ïóëüñó. Êðîìå òîãî, áóäåò èññëåäîâàòüñÿ îïðåäåëåííûé êëàññ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâûìè àíàëîãàìè èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ.

Åùå îäíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå íîâîãî ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèé Áåêëóíäà, à òàêæå ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ýòèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé. Òàêæå áóäóò èçó÷àòüñÿ: ïðèìåíåíèå ìåòîäà îäåâàíèÿ ê ñèñòåìàì ñ

ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè, ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ

íåêîòîðûõ òðàíñöåíäåíò Ïåíëåâå, ïîñòðîåíèå ïàðû Ëàêñà, êëàññèôèêàöèÿ ñêà-

ëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ â ïðåäñòàâëåíèè

Ôóðüå è èçó÷åíèå äðóãèõ âîïðîñîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïðèíàäëåæàò àâ-

òîðó. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ëîãè÷åñêîé ñâÿçíîñòè òåêñòà â äèññåðòàöèè

áóäóò èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè. È õîòÿ

âêëàä àâòîðà â ïîëó÷åíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåíåí, îíè íå âûíîñÿòñÿ íà

çàùèòó.

Òàêèå ðåçóëüòàòû êàê íîâûå ïðèìåðû äâóìåðíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå-

íèé Øðåäèíãåðà, ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ Öèöåéêè, ïðåäñòàâëåíèå

êóëîíîâñêîãî ãàçà è äðóãèå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó è ïåðå÷èñëåííûå

íèæå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé èíòåðåñ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ïàðû êâàä-

ðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì ãàìèëüòîíèàíîâ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðåä-

ëîæåí ìåòîä �÷àñòè÷íîãî� ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Âû÷èñëåíû àëãåáðàè-

÷åñêèå êðèâûå è ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå ãà-

ìèëüòîíèàíîâ ê êàíîíè÷åñêîé êâàçèøòåêêåëåâîé ïàðå (øòåêêåëåâû ãàìèëü-

òîíèàíû ñ ìàãíèòíûì ïîëåì).
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2. Êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé îáîáùåí íà êâàíòîâûé. Ïîñòðîåíà ïîëíàÿ êëàññèôè-

êàöèÿ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåðíîìó

îïåðàòîðó Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïîëó÷åíû íîâûå �êâàçèòî÷íî

ðåøàåìûå� ïðèìåðû òàêèõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ïðîèíòåãðèðîâàíû â òåð-

ìèíàõ ôóíêöèé Ãîéíà.

3. Ïîëó÷åíû òðåõêîìïîíåíòíûå êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå êâàçèøòåêêåëåâû

ñèñòåìû. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ñè-

ñòåì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñèñòåìà ïðîèíòåãðèðîâàíà â êâàäðàòóðàõ.

4. Èññëåäîâàíû êâàíòîâûå àíàëîãè èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ íà àëãåáðàõ e(3)

è so(4). Ãåíåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð ïðåäñòàâëåíû â âèäå äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, è ïîëó÷åíû ïàðû êîììóòèðóþ-

ùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Ïîëó÷åíû êâàíòîâûå àíàëîãè âîë÷êà Ì. Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå è âîë÷êà Ñî-

êîëîâà íà so(4).

5. Ðàçâèò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà, îñíîâàííûé íà èíâà-

ðèàíòíîñòè âàðèàöèè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ÏÁ. Ïîñòðîåíû òðåóãîëüíûå

ðåøåòêè ÏÁ äëÿ äèâåðãåíòíûõ ñèñòåì è óðàâíåíèÿ Ëàíäàó�Ëèôøèöà. Íàé-

äåíî íîâîå ÏÁ äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè. Ïîñòðîåíà îêòàýäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà

äëÿ èíòåãðèðóåìûõ âåðñèé ñèñòåìû Äýâè�Ñòþàðòñîíà. ×èñòî äèñêðåòíîå

óðàâíåíèå, ïðèíàäëåæàùåå ýòîé ðåøåòêå, ñîâïàäàåò ñî çíàìåíèòûì óðàâ-

íåíèåì Õèðîòû.

6. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à îá L-A ïàðàõ â Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ñêàëÿð-

íûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ

ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû íîâûå ïðèìåðû áåçäèñïåðñèîííûõ

ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå óðàâíåíèé íîâûõ ñèñòåì

ñ äèñïåðñèåé íåò.

7. Íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ íóëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìå-

íàòåëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïåíëåâå PII − PIV. Ïîêàçàíî,
÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò ñòàöèîíàðíóþ

êîíôèãóðàöèþ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ïðè÷¼ì çàðÿäû ìîãóò áûòü ðàçíî-

èìåííûìè. Èññëåäîâàíà ðåø¼òêà ÏÁ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV. Âûâåäåíû

óðàâíåíèÿ íà íóëè è ïîëþñà ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé PV −PV I.
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8. Èññëåäîâàíà äèíàìèêà ïîëþñîâ äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ëå-

âè è äâóìåðèçîâàííîé ñèñòåìû Òîäû. Ïîëó÷åíî àëãåáðàè÷åñêîå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî èç ìíîãî÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé Êàëîäæåðî (ðàöè-

îíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ðóéçåíàðñà�Øíàéäåðà).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Äàííàÿ äèññåðòà-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòîé. Åå ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþò òåîðèþ èíòåãðè-

ðóåìûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå â îáëàñòè êîíå÷íîìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,

íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è äðóãèõ

îáëàñòÿõ íàóêè. Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò öåëûé ðÿä ïðèëîæåíèé, ÷àñòü èç êîòî-

ðûõ èññëåäîâàëàñü â äèññåðòàöèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû òàêèå ìåòîäû, êàê

ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà, ÿâëÿþùååñÿ îñíîâíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì, âûñøèõ ñèììåòðèé äëÿ íèõ; òåñò Ïåíëåâå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-

äèìûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû è ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûì ñïî-

ñîáîì �îòñåêàòü� íåèíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè; ìåòîä îäåâàíèÿ, êîòîðûé îáû÷íî

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà, îäíàêî â äàííîé ðà-

áîòå îí èñïîëüçîâàëñÿ êàê îäåâàíèå íà îäèí øàã äëÿ ñèñòåìû ñ ðàçäåëåííûìè

ïåðåìåííûìè è äð. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â äèññåð-

òàöèè, ðàçðàáîòàíû àâòîðîì � ïðèâåäåíèå êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ê

êâàçèøòåêêåëåâó âèäó, ÷òî ñèëüíî óïðîùàåò àíàëèç ñèñòåìû; ìåòîä ïîëó÷åíèÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ;

ìåòîä �÷àñòè÷íîãî ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ�; à òàêæå èñïîëüçîâàíèå ïàðû Ëàê-

ñà â Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíî-

ñòüþ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, òàê êàê ïðè èõ èññëåäîâàíèè ïðè-

ìåíÿëèñü ìåòîäû, øèðîêî èñïîëüçóåìûå â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Áûëî

ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå íåêîòîðûõ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëîãè÷íûìè ðå-

çóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè. Ê ïðèìåðó, àëãåáðàè÷åñêèå êðè-

âûå, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ âîë÷êîâ, ñðàâíèâàëèñü

ñ êðèâûìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðû Ëàêñà. Ïðèâåäåííûå â äèñ-

ñåðòàöèè ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà ñðàâíèâàëèñü ñ óæå èçâåñòíûìè.
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Îäíàêî ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äàííîé äèññåðòà-

öèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, èõ íåëüçÿ ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà òåîðå-

òè÷åñêîé ôèçèêè èì. Ë.Ä. Ëàíäàó ÐÀÍ, Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À.

Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Èíñòèòóòà ïî àòîìíîé ýíåðãèè CEA-Saclay (Ôðàíöèÿ), íà Íàó÷-

íûõ ñåññèÿõ Ñîâåòà ÐÀÍ ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå (Èíñòèòóò îêåàíîëîãèè èì.

Ï.Ï. Øèðøîâà ÐÀÍ), à òàêæå íà êîíôåðåíöèÿõ: Optical Solitons: Theoretical

Challenges and Industrial Perspectives: Les Houches Workshop (1998, Centre de

Physique des Houches) , International Workshop on Solitons, Collapses, Turbulence:

Developments and Perspectives (1999, ÈÒÔ, ×åðíîãîëîâêà, Ðîññèÿ),�Workshop

on Classical and Quantum Integrability� (2000, University of Leeds, Great Britain),

�Êîìïëåêñíûé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû�(2000,

Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ ÐÀÍ, ÁÃÓ, Óôà, Ðîññèÿ), �Êëàññè÷åñêèå è êâàí-

òîâûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû� ïàìÿòè Ì.Â.Ñàâåëüåâà (2001, 2003 Èíñòèòóò

ôèçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé, ã. Ïðîòâèíî, Ðîññèÿ).

Ïóáëèêàöèè. Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà íà îñíîâå ðàáîò [6]�[7], [85]�[103] �

âñåãî 21 ñòàòüÿ. Âñå ýòè ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, âõî-

äÿùèõ â ìåæäóíàðîäíûå áàçû äàííûõ Web of Science, Scopus è â ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

×àñòü ðàáîò íàïèñàíà â ñîàâòîðñòâå. Âêëàä àâòîðà â ïðèâåä¼ííûå â äèññåðòà-

öèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, 7

ãëàâ, Çàêëþ÷åíèÿ è Ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé ñîäåðæèò 167 íàèìåíîâàíèé.

Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè � 220 ñòðàíèö.

Ïëàí äèññåðòàöèè ñëåäóþùèé:

1) Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ è òðåìÿ ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû. Ââåäåíî ïîíÿòèå êâàçèøòåêêåëåâîãî ãàìèëüòîíèàíà. Äîêàçàíà òåîðå-

ìà î òîì, ÷òî ëþáàÿ ïàðà êîììóòèðóþùèõ (â ñìûñëå êàíîíè÷åñêîé ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà) ãàìèëüòîíèàíîâ, êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê

ïàðå êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ êîìïîçèöèåé òî÷å÷-

íîãî è êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèé â òîì ñëó÷àå, åñëè òî÷å÷íîå ïðåîáðàçî-

âàíèå, çàâèñÿùåå îò êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ ÷ëåíàõ ïî èìïóëüñàì ïåðâî-

íà÷àëüíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, íåâûðîæäåíî. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Äëÿ êàæäî-
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ãî ñëó÷àÿ âûâåäåí óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, íå

èñïîëüçóþùèé ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà, ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè â

ïåðåìåííûõ êîîðäèíàòû-çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ. Äëÿ

âûâîäà ýòîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ ïîç-

âîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå äëÿ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ (êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ)

â âèäå ôóíêöèé îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷èòü ìåòîä �÷àñòè÷íîãî� ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû êâà-

çèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñâÿçàííûõ ñ êëàññè÷åñêèìè âîë÷êàìè Êëåáøà,

Øîòòêè�Ìàíàêîâà, Ñòåêëîâà è âîë÷êîì Êîâàëåâñêîé ñ ãèðîñòàòîì, âû÷èñëåíû

ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå. Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé äâèæå-

íèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Â ýòîì ïðèìåðå ïðîâåäåíà

ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ.

Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå êâàçèøòåêêåëåâîãî ãàìèëüòîíèàíà â 3-õ ìåðíîì ñëó÷àå.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ èíâîëþöèè âñåõ òðåõ ãàìèëüòîíèàíîâ

ïðèâîäèò ëèøü ê îäíîìó ñëó÷àþ 3-õ ìåðíûõ êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêå-

ëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, çàâèñÿùèõ îò ïîëèíîìà òðåòüåé ñòåïåíè, ñ òî÷íîñòüþ

äî êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ïîëèíîìà. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòîò ïîëèíîì � êîíñòàíòà,

ïðèâîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå ýòîãî ïðèìåðà â êâàäðàòóðàõ.

2) Âî âòîðîé ãëàâå êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíè-

àíîâ îáîáùåí íà êâàíòîâûé. Ïîëó÷åí è äîêàçàí àíàëîã âûøåóêàçàííîé òåî-

ðåìû äëÿ êâàíòîâîãî ñëó÷àÿ, ïðè÷åì ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòå-

ãðàë â îðèãèíàëüíûõ ïåðåìåííûõ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà êâàçèøòåêêåëåâûõ

ãàìèëüòîíèàíîâ èìåþò ýðìèòîâ âèä. Òàêæå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Â

îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, â êâàíòîâîì ñëó÷àå â îäíîì èç äâóõ ýòèõ óñëî-

âèé ïîÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûå ïîïðàâêè. Îñîáîå ìåñòî â êâàíòîâîì ñëó÷àå çàíè-

ìàåò êëàññ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåðíîìó

óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì, êâàäðàòè÷íûì ïî îïå-

ðàòîðàì èìïóëüñà. Ïîëó÷åí îáùèé âèä òî÷å÷íîãî îáðàòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ê êâàçèøòåêêåëåâûì ãàìèëüòîíèàíàì, çàâèñÿùåãî îò 3-õ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå

ñâÿçàíû îäíèì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà îäíà èç îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèé S(x) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëèíîìîì 2-îé ñòåïåíè. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð êâàçèøòåêêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ â ýòîì êëàññå. Êàê

ðåçóëüòàò ïîëó÷åíî �îáùåå� ðåøåíèå, à òàêæå 5 èçîëèðîâàííûõ ðåøåíèé. Ïðè
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ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó îñòàåòñÿ �îáùåå� ðåøåíèå è 3 èçîëèðîâàí-

íûõ. Îòìå÷åíî, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðàõ òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê

óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü íîâûå óðàâíåíèÿ èç-çà íåäîñòàòêà

âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè. Ïðîèçâåäåíà ðåäóêöèÿ ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åíû êàê

èçâåñòíûå, òàê è íåèçâåñòíûå ïðèìåðû óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ýëåêòðîìàã-

íèòíûì ïîëåì. Ïîëó÷åíû äâà íîâûõ ïðèìåðà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ íåíó-

ëåâûì ìàãíèòíûì ïîëåì, îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññó �ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûõ� çà-

äà÷. Ýòè ïðèìåðû ïðîèíòåãðèðîâàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ãîéíà. Îïðåäåëåíèå

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è âîëíîâûõ ôóíêöèé ñâåäåíî ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêî-

ãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî ÷èñëåííî, ÷òî è îçíà÷àåò òåðìèí

�ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûå� çàäà÷è.

3) Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû ïàðû êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèâåäåíû êâàíòîâûå àíàëîãè èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ òàêèõ,

êàê âîë÷êè Êëåáøà, Êîâàëåâñêîé, ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà�×àïëûãèíà íà àëãåáðå e(3),

âîë÷êè Øîòòêè�Ìàíàêîâà, Ñòåêëîâà, Ì. Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå, Ñîêîëîâà íà

àëãåáðå so(4). Êâàíòîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå ïîñëåäíèõ äâóõ âîë÷êîâ ÿâëÿåò-

ñÿ íîâûì. Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ, äîáàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòîâûå

ïîïðàâêè â ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ýòèõ âîë÷êîâ. Ïîêàçàíî,

÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ê êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè âîë÷êà äîáàâèòü íåêîòîðóþ ëè-

íåéíóþ ÷àñòü. Ãåíåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð ïðåäñòàâëåíû â âèäå äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà � àíàëîãîâ êîîðäèíàò Äàðáó. Ïðè

ïîäñòàíîâêå äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ãåíåðàòîðîâ â ãàìèëüòî-

íèàí è â ñîîòâåòñòâóþùèé äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ýòèõ âîë÷êîâ, ïîëó÷àåò-

ñÿ ïàðà êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ

äëÿ ñïåêòðîâ ðÿäà âîë÷êîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èõ äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ. Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïàðû êîììóòèðóþùèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëåííîãî âèäà êàê ôàêòîðèçàöèÿ ïîëèíî-

ìà îò x, y îïðåäåëÿåìîãî êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îïåðàòî-

ðîâ.

4) Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåê-

ëóíäà ëàãðàíæåâûõ ñèñòåì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â èíâàðèàíòíîñòè âàðèàöèè äåé-

ñòâèÿ äî è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà. Ñíà÷àëà ðàññìîòðåíû

òàê íàçûâàåìûå u−v ñèñòåìû òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ïîëó-

÷åíî èõ ïðåîáðàçîâàíèå ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå ñ êàíîíè÷åñêîé ñêîáêîé Ïóàñ-

ñîíà. Â ýòîì è äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêî-
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ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùåãî âàðèàöèþ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðè ïðèìåíåíèè

ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîõðàíåíèþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ.

Ïîëó÷åíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ðÿäà ïðèìåðîâ òàêèõ, êàê äèâåðãåíòíûå

ñèñòåìû, óðàâíåíèå Ëàíäàó�Ëèôøèöà, óðàâíåíèÿ ÊäÔ, óðàâíåíèÿ Êðè÷åâåðà�

Íîâèêîâà è äðóãèõ ñèñòåì. Èíòåðåñíî, ÷òî òàêèå óðàâíåíèÿ êàê ÊäÔ è óðàâ-

íåíèå Êðè÷åâåðà�Íîâèêîâà óäàëîñü çàïèñàòü â ëàãðàíæåâîì âèäå. Âïåðâûå ïî-

ëó÷åíî ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè, ñîäåðæàùåå òîëüêî

ïîëåâûå ïåðåìåííûå è èõ ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì. Êîìáèíèðóÿ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ ñèñòåì òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ïîñòðî-

åíà òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èçó÷åíû âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áåêëóíäà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû Äýâè�Ñòþàðòñîíà. Êîìáèíèðóÿ ýòè

ïðåîáðàçîâàíèÿ è èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû, ïåðåâîäÿùèå 2-ìåðíóþ öå-

ïî÷êó Òîäû â 2-ìåðíóþ öåïî÷êó Âîëüòåððû è äàëåå â 2-ìåðíóþ öåïî÷êó Ãåéçåí-

áåðãà, ïîñòðîåíà òðåõìåðíàÿ îêòàýäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóí-

äà â âèäå óðàâíåíèé Õèðîòû. Îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñî çíàìåíèòûì

÷èñòî äèñêðåòíûì óðàâíåíèåì Õèðîòû.

5) Â ïÿòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñèíòåç ìåòîäà îäåâàíèÿ è ðàçäåëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ â äâóìåðíîì ñëó÷àå, à èìåííî: îäåâàíèå ãàìèëüòîíèàíà, â êîòîðîì

ïåðåìåííûå èçíà÷àëüíî ðàçäåëåíû, ïðèâîäèò ê èíòåãðèðóåìîìó ãàìèëüòîíèàíó,

â êîòîðîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ óæå íåò. Ìåòîä ïðèìåíåí ê îäíîé èçâåñòíîé

çàäà÷å, ðåøåíèå êîòîðîé áûëî ðàíåå ïîëó÷åíî ïóòåì öåïî÷êè íåòðèâèàëüíûõ

ìàíèïóëÿöèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îäåâàíèÿ (òî÷íåå ðàçäåâàíèÿ ãàìèëüòîíèàíà,

â êîòîðîì íåò ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äî ãàìèëüòîíèàíà, ãäå ýòî ðàçäåëåíèå

ïîÿâëÿåòñÿ) â ýòîì ñëó÷àå, ïîçâîëÿåò ëåãêî íàéòè îòâåò. Ïîäõîä îáîáùåí äî

îáùåãî ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íûõ ïî îïåðàòîðàì èìïóëüñîâ ãàìèëüòîíèàíà. Ìåòîä

ïðèìåíåí äëÿ îïåðàòîðîâ òèïà îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì,

ãäå ïîëó÷åí îáùèé îòâåò.

6) Â øåñòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ ðÿäà äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû

Ëåâè. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïîëþñîâ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ

ýòèõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíà ðåäóêöèÿ ýòèõ ðåøåíèé â ðàöèîíàëü-

íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå PIV, ïðè÷åì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïîëþñîâ

ïåðåõîäÿò â ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ äâóìåðíîãî êóëîíîâñêîãî ãàçà â ïàðà-

áîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Ñîîòâåòñòâóþùèå êóëîíîâñêèå ñèñòåìû ïîëó÷åíû äëÿ

óðàâíåíèé Ïåíëåâå PII − PIV. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ íà íóëè è ïîëþñà ðàöè-



17

îíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé PV − PV I. Ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíîâîãî ôîðìà-

ëèçìà ïîñòðîåíî ñïèíîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå.

7) Â ñåäüìîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíå-

íèé ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ñ ïîìîùüþ ïàðû Ëàêñà â ïðåäñòàâëåíèè

Ôóðüå. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàìêíóòûé îòâåò. Êëàññèôèêàöèÿ ðàçäåëÿ-

åòñÿ íà äâà ýòàïà � ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ áåçäèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé,

à çàòåì êëàññ ñèñòåì ñ äèñïåðñèåé ïîëó÷åí êàê ïîäêëàññ �áåçäèñïåðñèîííîãî�

êëàññà. Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì, àíàëèç ðå-

øåíèé êîòîðûõ ïðèâîäèò ê ïîëíîìó îòâåòó. Â ðåçóëüòàòå, â äèñïåðñèîííîì ïîä-

êëàññå ïîëó÷åíû òàêèå èçâåñòíûå ñèñòåìû êàê ÊäÂ, óðàâíåíèå ïðîìåæóòî÷íîé

âîäû (ILW), ñèñòåìû Êàìàññà�Õîëìà è ñèñòåìà Äåãàñïåðèñà. Àíàëèç ïîêàçû-

âàåò, ÷òî äðóãèõ ñèñòåì â ïîäêëàññå äèñïåðñèîííûõ ñèñòåì íåò. ×òî êàñàåòñÿ

áåçäèñïåðñèîííîãî êëàññà, òî ñðåäè åãî ïðåäñòàâèòåëåé åñòü íîâûå ñèñòåìû.

Â êîíöå ýòîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà óðîâíåé ýíåðãèè ïðè äîáàâëå-

íèè ïðèìåñè â ëþáóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà äèíàìèêà ïîä÷è-

íÿåòñÿ îäíîìó èç ìíîãî÷àñòè÷íûõ �gold-�sh� óðàâíåíèé Êàëîäæåðî. Èçó÷åíèå

ýòîé ïðîñòîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ðåøèòü îáùóþ çàäà÷ó

Êîøè äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ Êàëîäæåðî ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè.

8) Â Çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè èçëàãàþòñÿ èòîãè âûïîëíåííîãî èññëåäî-

âàíèÿ, îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòà-

öèè, à òàêæå âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ãëàâà 1

Êëàññè÷åñêèå êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû

Êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì øòåêêåëåâûõ ãàìèëü-

òîíèàíîâ (Ï. Øòåêêåëü, [147]) íà ñëó÷àé íåíóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èíûìè

ñëîâàìè, øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ñîäåðæàò òîëüêî êâàäðàòè÷íûå ïî èì-

ïóëüñàì ÷ëåíû, ïðè÷åì áåç ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ ïëþñ ïîòåíöèàë, à êâàçèø-

òåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ñîäåðæàò òàêæå è ëèíåéíûå ïî èìïóëüñàì ÷ëåíû,

êîòîðûå íåëüçÿ óñòðàíèòü êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Êðîìå òîãî, êâà-

çèøòåêêåëåâûìè ãàìèëüòîíèàíàìè ìû áóäåì íàçûâàòü íå âñå ãàìèëüòîíèàíû,

îïðåäåëåííûå âûøå, à òîëüêî èìåþùèå êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó, ââåäåííóþ â òåî-

ðåìå 1.2 Ðàçäåëà 1.2.

Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî öåëûé ðÿä ìîäåëåé èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ òàêèõ,

êàê âîë÷îê Øîòòêè�Ìàíàêîâà íà so(4), âîë÷îê Êëåáøà, ãèðîñòàò Êîâàëåâñêîé

è äð., ìîæåò áûòü ñâåäåí ê çàäà÷å î ïàðå êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñî

ñòàíäàðòíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà. Êðîìå òîãî, áóäåò íàéäåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Îäíîé èç öåëåé äàííîé Ãëàâû áóäåò ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â îáùåì ñëó÷àå êîììóòèðóþùèõ ïàð êâàçèøòåê-

êåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

1.1 Øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû â ôîðìå Áåíåíòè

Èññëåäîâàíèÿ øòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ [148] èìåþò äîâîëüíî äàâíþþ èñ-

òîðèþ. Ñëåäóåò âûäåëèòü ñòàòüè [39], [17] è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ, à òàêæå

ñòàòüþ [19].

Âîïðîñû î ñâÿçè øòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåí-

íûõ, íàïðèìåð, áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ [143] è [64]. Ïîïóëÿðíîñòü øòåêêåëåâûõ
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ñèñòåì ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ìíîãèå êîíå÷íîìåðíûå ñèñòåìû ñâîäÿòñÿ ê

íèì çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû, íàïðèìåð,

â ôîðìå Áåíåíòè [15], êîììóòèðóþò â ñèëó êàíîíè÷åñêîé ñêîáêè Ïóàññîíà.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìîé Áåíåíòè [15] äëÿ øòåêêåëåâûõ ñèñòåì

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó:

n−1∑
i=0

Hi s
n−i−1
k = S(sk)P

2
k + u(sk), k = 1..n. (1.1)

Ðåøèì ñèñòåìó (1.1) îòíîñèòåëüíî Hi, äëÿ ÷åãî óäîáíî ââåñòè ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè:

H(α) =
n−1∑
i=0

Hi α
n−i−1, h(α) =

n−1∑
i=0

hi α
n−i−1, (1.2)

ãäå hi � çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ Hi íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ. Òîãäà, íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî

H(α) =
n∑
k=1

(S(sk)P
2
k + u(sk))

∏
j 6=k

α− sj
sk − sj

, (1.3)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì H(sk), k = 1..n, èñïîëüçóÿ (1.3), ïîëó÷àÿ H(sk) =

S(sk)P
2
k + u(sk), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (1.1), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (1.2).

Îòìåòèì, ÷òî {H(α), H(β)} = 0, â ñèëó êàíîíè÷åñêîé ñêîáêè Ïóàññîíà

{Pi, sj} = δij, à çíà÷èò è {Hi, Hj} = 0, i, j = 0..n− 1. Ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷å-

íèÿìè Pi, si äëÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó

áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ pi, qi äëÿ äðóãèõ öåëåé. Êðîìå òîãî, êîîðäè-

íàòû s1, s2 èãðàþò, â èçâåñòíîì ñìûñëå, ðîëü ïåðåìåííûõ Êîâàëåâñêîé ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî âîë÷êà.

Ïîäîéäåì ê àíàëèçó ñèñòåìû (1.1) ñ äðóãîé ñòîðîíû - çàôèêñèðóåì çíà-

÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ � Hi = hi. Òîãäà ñèñòåìà (1.1)

ðàñïàäàåòñÿ íà n ñòðîê, ïðè÷åì k−ÿ ñòðîêà çàâèñèò òîëüêî îò k-ûõ èìïóëü-

ñîâ è êîîðäèíàò Pk, sk. Âûðàçèì èìïóëüñû ÷åðåç êîîðäèíàòû, ïðîèíòåãðèðóåì

è ñëîæèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, òîãäà ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà - ßêîáè ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå, ãäå âñå ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû:

V (~s, h0, h1..hn−1) =
n−1∑
i=0

√
h(sk)− u(sk)

S(sk)
dsk, (1.4)

Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà - ßêîáè (â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå,
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êîãäà íåò ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ) èìåþò âèä:

Pk =
∂

∂sk
V (~s, h0, h1..hn−1), ~s = (s1, s2, .., sn), k = 1, 2..n, (1.5)

à òàêæå

ti − ti,0 =
∂

∂hi
V (~s, h0, h1..hn−1), i = 0, 1..n− 1. (1.6)

ãäå ti− âðåìåíà (ïîòîêè), ñîîòâåòñòâóþùèå äèíàìèêå â ñèëó ãàìèëüòîíèàíîâ

Hi, à ti,0 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïî-

ëó÷åíèÿ ôóíêöèè V, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

Hi(sj,
∂V

∂sj
) = hi.

Çàìå÷àíèå 1.1. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü è äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îáîáùåííî-

êîíñåðâàòèâíûå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (∂Hi

∂tj
= 0). Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçóåì

ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè V (s1, s2..sn;h0, h1, ..hn−1), çàâèñÿùóþ îò êîîðäè-

íàò è îò çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíîâ íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ.

Òàêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè áûëè âûâåäåíû â êíèãå Ãàíòìàõåðà

[46] â ñëó÷àå îäíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå n êîììóòè-

ðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðèâåäåíû âûøå.

Äàëåå ôóíêöèþ V ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè.

Ïðåäñòàâëåííûå ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáùåèçâåñòíûìè êðîìå, áûòü ìî-

æåò, ââåäåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèèH(α), èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé ÷ðåçâû÷àé-

íî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ.

Èñïîëüçîâàííûå îáîçíà÷åíèÿ íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò ïðèíÿòûõ â ëèòå-

ðàòóðå òåì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå âûäåëåí �îñíîâíîé� ãàìèëüòîíèàí H0, îñòàëü-

íûå ãàìèëüòîíèàíû íóìåðóþòñÿ îò 1 äî n − 1, ÷òî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû êîììóòèðóþò äðóã

ñ äðóãîì àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî íå òàê äëÿ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ

(ïîäðîáíåå ñì. â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå).

Äëÿ ñëó÷àÿ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáùåïðèíÿ-

òûìè îáîçíà÷åíèÿìè

H = h0, K = −h1 äëÿ øòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, òîãäà
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H =
S(s1)P

2
1 − S(s2)P

2
2

s1 − s2
+
u(s1)− u(s2)

s1 − s2
,

K =
s2S(s1)P

2
1 − s1S(s2)P

2
2

s1 − s2
+
s2u(s1)− s1u(s2)

s1 − s2
,

(1.7)

1.2 Äèàãîíàëèçàöèÿ ïàðû êâàäðàòè÷íûõ

ãàìèëüòîíèàíîâ

Çàäà÷à î ïàðàõ êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì

áûëà, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [37, 42, 41, 105, 161]. .

Ðàññìîòðèì ïàðó ãàìèëüòîíèàíîâ âèäà

H = ap2
1 + 2bp1p2 + cp2

2 + dp1 + ep2 + f, (1.8)

K = Ap2
1 + 2Bp1p2 + Cp2

2 +Dp1 + Ep2 + F, (1.9)

êîììóòèðóþùèõ îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà {pα, qβ} = δαβ.

Êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëàõ (1.8),(1.9) - íåêîòîðûå (ëîêàëüíî) àíàëèòè÷åñêèå

ôóíêöèè ïåðåìåííûõ q1, q2. Ïóñòü s1, s2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

Φ(s, q1, q2) = (B − bs)2 − (A− as)(C − cs) = 0, (1.10)

Òîãäà, åñëè ÿêîáèàí òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (q1, q2)→ (s1, s2) íå ðàâåí íóëþ,

ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðó ãàìèëüòîíèàíîâ H,K èç ôîðìóë (1.8),(1.9) íåâûðîæ-

äåííîé. Èìååò ìåñòî òåîðåìà

Òåîðåìà 1.2. Ëþáàÿ ïàðà êîììóòèðóþùèõ íåâûðîæäåííûõ ãàìèëüòîíèàíîâ

(1.8)-(1.9) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ñ ïîìîùüþ òî÷å÷íîãî (îïðåäåëåííîãî âûøå)

è êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

P̂1 = P1 +
∂F (s1, s2)

∂s1
, P̂2 = P2 +

∂F (s1, s2)

∂s2

ê ïàðå âèäà

H =
U1 − U2

s1 − s2
, K =

s2 U1 − s1 U2

s1 − s2
, (1.11)
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ãäå

U1 = S1(s1)P
2
1 +

√
S1(s1)S2(s2)Zs1

(s1 − s2)
P2 −

S1(s1)Z
2
s1

4(s1 − s2)2
+ V1(s1, s2),

U2 = S2(s2)P
2
2 −

√
S1(s1)S2(s2)Zs2

(s1 − s2)
P1 −

S2(s2)Z
2
s2

4(s2 − s1)2
+ V2(s1, s2),

(1.12)

V1 =
1

2

√
S1(s1) ∂s1

(√
S1(s1)

Z2
s1

s1 − s2

)
+ f1(s1),

V2 =
1

2

√
S2(s2) ∂s2

(√
S2(s2)

Z2
s2

s2 − s1

)
+ f2(s2)

(1.13)

Q =
V1 − V2

s1 − s2
(1.14)

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé Z(s1, s2), Si(si) è fi(si). Ãàìèëüòîíèàíû H,K (1.11)

êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà {Pi, sj} = δi,j òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Zs1,s2 =
Zs1 − Zs2
2(s2 − s1)

(1.15)

è

Zs1Qs2 − Zs2Qs1 = 0. (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

(q1, q2, p1, p2)→ (s1, s2, P1, P2) :

p1 = −
(

Φ1
q1

Φ1
s1

P1 +
Φ2
q1

Φ2
s2

P2

)
, p2 = −

(
Φ1
q2

Φ1
s1

P1 +
Φ2
q2

Φ2
s2

P2

)
,

(1.17)

ãäå Φi = Φ(si, q1, q2) ïðè óñëîâèè {H,K} = 0 ïðåîáðàçóåò ïàðó (1.8),(1.9) ê âèäó

H =
U1 − U2

s1 − s2
, K =

s2 U1 − s1 U2

s1 − s2
, (1.18)

ãäå

U1 = S1(s1)P
2
1 + d̃P1 + ẽP2 + f̃ , U2 = S2(s2)P

2
2 + D̃P1 + ẼP2 + F̃ , (1.19)

à òàêæå

Si(si) =
1

(Φi
qi

)2
((asi − A)(Φi

q1
)2 + 2(bsi −B)Φi

q1
Φi
q2

+ (csi − C)(Φi
q2

)2). (1.20)
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Âû÷èñëèì ñêîáêó Ïóàññîíà îò H è K. Òîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè P 2
1 , P

2
2 , P1P2

ðàâíû íóëþ ïðè óñëîâèè

d̃ = 2S1(s1)
∂F (s1, s2)

∂s1
, ẽ =

√
S1(s1)S2(s2)Zs1

s1 − s2
,

D̃ = −
√
S1(s1)S2(s2)Zs2

s1 − s2
, Ẽ = 2S2(s2)

∂F (s1, s2)

∂s2
,

ãäå Z(s1, s2), F (s1, s2) - íåêîòîðûå ôóíêöèè. è

Zs1,s2 =
Zs1 − Zs2
2(s2 − s1)

. (1.21)

Ïðèìåíÿÿ êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

P̂1 = P1 +
∂F (s1, s2)

∂s1
, P̂2 = P2 +

∂F (s1, s2)

∂s2
,

îáíóëèì ÷ëåíû ñ d̃, Ẽ.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè P1, P2 ðàâíû íóëþ, åñëè U1, U2 èìåþò âèä êàê

â òåîðåìå 1. Íàêîíåö, ñâîáîäíûé ÷ëåí ñêîáêè Ïóàññîíà ðàâåí íóëþ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óðàâíåíèå (1.16) òåîðåìû 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïàðó ãàìèëüòîíèàíîâ H è K, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

(1.11), ìû áóäåì íàçûâàòü êâàçèøòåêêåëåâûìè ãàìèëüòîíèàíàìè. Óñëî-

âèå òîãî, ÷òî êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíû ÿâëÿþòñÿ êîììóòèðóþùèìè ïðè-

âåäåíî â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 1.2.

Çàìå÷àíèå 1.4. Êîýôôèöèåíòû (1.19) èçíà÷àëüíî åñòü ôóíêöèè îò q1, q2, s1, s2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü îòîáðàæåíèå (q1, q2, s1, s2)→ (s1, s2), óäîáíî èñïîëü-

çîâàòü ïîíÿòèå ðåçóëüòàíòà, â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ðàññìàòðèâàåìûå êîýôôè-

öèåíòû ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ïî q1 è q2. Íàïðèìåð, âû÷èñëèì

íåêîòîðóþ âåëè÷èíó f(q1, q2, s1, s2) â ïåðåìåííûõ s1, s2:

Ïóñòü F = numer(f(x, y, s1, s2) − t), ò.å F-÷èñëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåãî

ðàöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Âû÷èñëèì

Eq = R(R(Φ(s1, q1, q2), F, q2), R(Φ(s1, q1, q2),Φ(s2, q1, q2), q2), q1),

ãäå R(a(x), b(x), x) = resultantx(a, b). Ðåøàÿ óðàâíåíèå Eq = 0 ïî t, ïîëó÷à-

åì ôóíêöèþ f̂(s1, s2) : óñòàíàâëèâàÿ îòîáðàæåíèå f(q1, q2, s1, s2) → f̂(s1, s2),

âû÷èñëÿÿ òàêèì îáðàçîì âñå êîýôôèöèåíòû êàê ôóíêöèè s1, s2.
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Ôóíêöèÿ Z â (1.12)-(1.13) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà Z 7→ Z + k1.

Ôóíêöèè fi â (1.13) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà fi(x) 7→ fi(x) + k2x+ k3,

ãäå ki - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ýòîò ñäâèã ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ

H 7→ H + k2, K 7→ K + k3.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðâûìè óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà:

ṡ1 =
∂H

∂P1
= 2

S(s1)

s1 − s2
P1 +

√
S(s1)S(s2)

Zs2(s1, s2)

(s1 − s2)2
,

ṡ2 =
∂H

∂P2
= −2

S(s2)

s1 − s2
P2 +

√
S(s1)S(s2)

Zs1(s1, s2)

(s1 − s2)2
,

(1.22)

âûðàæàÿ èìïóëüñû P1, P2 èç (1.22) è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (1.18), ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

ṡ2
1

4S(s1)(s1 − s2)
− ṡ2

2

4S(s2)(s1 − s2)
+
V1 − V2

s1 − s2
= h

s2ṡ
2
1

4S(s1)(s1 − s2)
− s1ṡ

2
2

4S(s2)(s1 − s2)
+

1

2

√
S(s1)S(s2)(

ṡ1

S(s1)
Zs2 +

ṡ2

S(s2)
Zs1)

+
s2V1 − s1V2

s1 − s2
−
S(s1)Z

2
s2

+ S(s2)Z
2
s1

4(s1 − s2)2
= k.

(1.23)

Â îòëè÷èå îò ãàìèëüòîíèàíîâ è äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò èì-

ïóëüñîâ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà êàëèáðîâêè, è èíîãäà áîëåå

óäîáíû äëÿ èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

1.3 Îïðåäåëåíèå ôóíêöèé, çàäàþùèõ êâàçèøòåêêåëåâû

ãàìèëüòîíèàíû

Âåðíåìñÿ ê àíàëèçó âîçìîæíûõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â êâàçèøòåêêåëåâû ãà-

ìèëüòîíèàíû.

Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Äàðáó (1.15) â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î

ïàðå êîììóòèðóþùèõ êâàäðàòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ âîçíèêëî â ðàáîòå [161].

Îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Äàðáó (1.15) èìååò âáëè-

çè ëèíèè ñèíãóëÿðíîñòè s1 = s2 ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

Z(s1, s2) = A+ ln(s1 − s2)B,

A =
∞∑
0

ai(s1 + s2) (s1 − s2)
2i, B =

∞∑
0

bi(s1 + s2) (s1 − s2)
2i.
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Â ýòîé ôîðìóëå a0 è a1 - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ìî-

ãóò ëåãêî áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýòè äâå ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå. Íàïðèìåð,

b0 = 1
2a
′′
0.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â (1.16), íàõîäèì, ÷òî B = 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.15) ñ B = 0 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

Z(x, y) = z0 + (x+ y)δ + (x− y)2
∞∑
k=0

g(2k)(x+y
2 )

22kk!(k + 1)!
(x− y)2k, (1.24)

ãäå g(x) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ è z0, δ - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Áóäåì íà-

çûâàòü ôóíêöèþ g(x) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ (1.24). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè

ïîëîæèì z0 = 0. ×òî êàñàåòñÿ δ, òî ýòîò ïàðàìåòð èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè

êëàññèôèêàöèè ãàìèëüòîíèàíîâ èç Òåîðåìû 1.

Îáðûâàÿ ðÿä äëÿ Z(x, y) (êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî îáîðâàòü ðÿä ïðè

n = 6 èëè n = 7), âû÷èñëÿÿ Q ïî ôîðìóëå (1.14), ïîäñòàâëÿåì Z,Q â óðàâ-

íåíèå (1.16). Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ðàçëàãàåì ïî ñòåïåíÿì (x − y), ïîëó÷àÿ

ïðè x = y íåñêîëüêî îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ôóíêöèè

g(x), f(x), S(x), êîòîðûå ïîçâîëÿþò â òåõ èëè èíûõ ñëó÷àÿõ íàéòè ýòè ôóíêöèè

(ñì. Ðàçäåëû 1.5,1.6,1.7).

Îïèøåì â çàìêíóòîì âèäå âñå ôóíêöèè Z, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàöèîíàëü-

íûì ïðîèçâîäÿùèì ôóíêöèÿìè g. Âûáèðàÿ g(x) = xn, ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé Z(n) äëÿ (1.15). Â ÷àñòíîñòè,

g(x) = 1 ⇐⇒ Z(0)(x, y) = (x− y)2,

g(x) = x ⇐⇒ Z(1)(x, y) = (x+ y)(x− y)2,

g(x) = x2 ⇐⇒ Z(2)(x, y) =
1

4

(
(x− y)2 + 4(x+ y)2

)
(x− y)2.

Âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ

ìíîæèòåëåé) ñ ïîìîùüþ �ðîæäàþùåãî� îïåðàòîðà

x2 ∂

∂x
+ y2 ∂

∂y
− 1

2
(x+ y),

äåéñòâóþùåãî íà Z0. Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè g(x) = (x− µ)−n ïîðîæäàþò åùå

îäèí êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.15). Íàïðèìåð, èìååì

gµ(x) =
1

8

1

x− µ
, z0 = µ, δ = −1

2
⇐⇒ Zµ(x, y) =

√
(µ− x)(µ− y).
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Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëþñó ïîðÿäêà n ≥ 2, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèåì ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïî ïàðàìåòðó µ. Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ôóíêöèÿìè Z è g ëèíåéíî, ìû ïîñòðîèëè ðåøåíèå Z ñ ïðîèçâîëüíîé ðà-

öèîíàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé g(x) =
∑

i cix
i +
∑

i,j dij(x− µi)−j.

Ãèïîòåçà 1. Äëÿ ëþáîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.11)-(1.16) ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ g

ðàöèîíàëüíà è èìååò âèä g(x) = P (x)
S(x) , ãäå P è S - íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû òàêèå,

÷òî degP < 5, degS < 6.

1.4 Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Ïóñòü H è K èìåþò âèä (1.11)-(1.13). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó H = h, K = k, ãäå

h, k - çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà íà ïîâåðõíîñòè

óðîâíÿ. Ïóñòü P1 = F1(x, y), P2 = F2(x, y) - åå ðåøåíèå. Çäåñü è äàëåå ìû

èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ x è y âìåñòî s1 è s2. Èç èçâåñòíîé ëåììû ßêîáè ñëåäóåò,

÷òî åñëè {H, K} = 0, òî ∂F1

∂y = ∂F2

∂x . ×òîáû íàéòè ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

V (x, y, h, k), äîñòàòî÷íî â ÿâíîì âèäå ðåøèòü ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó

∂

∂x
V = F1,

∂

∂y
V = F2.

Ïåðåïèøåì ôîðìóëû H = h, K = k â âèäå

P 2
1 + aP2 + b = 0, P 2

2 + AP1 +B = 0, (1.25)

ãäå

a =
Zx
x− y

√
S2(y)

S1(x)
, A = − Zy

x− y

√
S1(x)

S2(y)
,

b = − Z2
x

4(x− y)2
+
V1 − hx+ k

S1(x)
, B = −

Z2
y

4(x− y)2
+
V2 − hy + k

S2(y)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

2by + Aax + 2aAx = 0, 2Aay + aAy + 2Bx = 0. (1.26)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (1.15) è (1.16), íåòðóäíî ïîëó÷èòü òàêæå ñëåäóþùåå òîæ-

äåñòâî

Abx − aBy + 2Axb− 2ayB = 0. (1.27)
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Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òåõíèêó ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà (ñì., íàïðèìåð,

[122]), ñâåäåì ñèñòåìó (1.25), ýêâèâàëåíòíóþ àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñòå-

ïåíè 4, ê ñèñòåìå

uv =
1

4
aA, (1.28)

Au3 + 4
b

a
u2v − 4

B

A
uv2 − av3 = 0, (1.29)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî u2.

Ïóñòü (uk, vk), k = 1, 2, 3 -ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.28), (1.29) òàêèå, ÷òî

u2
1 + u2

2 + u2
3 = −b, v2

1 + v2
2 + v2

3 = −B

u1u2u3 = −1

8
a2A, v1v2v3 = −1

8
A2a.

Òîãäà ôîðìóëû

P1 = u1 + u2 + u3, P2 = v1 + v2 + v3;

P1 = u3 − u1 − u2, P2 = v3 − v1 − v2;

P1 = u2 − u1 − u3, P2 = v2 − v1 − v3;

P1 = u1 − u2 − u3, P2 = v1 − v2 − v3

îïðåäåëÿþò ÷åòûðå ðåøåíèÿ (1.25). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ïåðâîå èç íèõ.

Ëåììà 1.5. Äëÿ i = 1, 2, 3 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ∂ui
∂y = ∂vi

∂x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ (1.28) è (1.29) ïî x è y, íàõîäèì

uy è vx êàê ôóíêöèè îò u è v. Òîãäà, âûðàæàÿ v ÷åðåç u, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå

uy = vx ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ òîæäåñòâ (1.26) è (1.27).

Ëåììà 1.5 îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðåìåííûõ u1, u2, u3 ïðîèñõîäèò �÷àñòè÷íîå�

ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. À èìåííî, V = V1 + V2 + V3, ãäå V - èñêîìàÿ ôóíêöèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, à ôóíêöèè Vi îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

∂

∂x
Vi = ui,

∂

∂y
Vi = vi.

Ïîëîæèì

u =
1

2

Zx
x− y

√
y − ξ
x− ξ

, v = −1

2

Zy
x− y

√
x− ξ
y − ξ

.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïàðà (u, v) äëÿ ëþáîãî ξ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1.28).

Êðîìå òîãî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè Z óäîâëåòâîðÿåò (1.15), òî ∂u
∂y = ∂v

∂x .

Ïîëüçóÿñü ýòèì ôàêòîì, ââåäåì ôóíêöèþ σ(x, y, ξ) òàêóþ, ÷òî

∂σ

∂x
= u,

∂σ

∂y
= v.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ σ îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ

ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé ξ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-

öèÿ g ðàöèîíàëüíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Z âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êâàäðàòè÷-

íûå ðàäèêàëû è σ íàõîäèòñÿ ÿâíî áåç êàêèõ-ëèáî ïðîáëåì. Ïîëîæèì Y =
∂σ

∂ξ
.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.29) íà ìíîæèòåëü

−2

√
S1(x)

√
S2(y)

√
x− ξ

√
y − ξ (x− y)

ZxZy
,

ëåâàÿ ÷àñòü (1.29) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Ψ(x, y, ξ;h, k) = −k + hξ+

+
y − ξ
x− y

(
V1 −

S1(x)Z2
x

4(x− ξ)(x− y)

)
− x− ξ
x− y

(
V2 +

S2(y)Z2
y

4(y − ξ)(x− y)

)
.

(1.30)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.15), (1.16). Òîãäà âûðà-

æåíèå (1.30) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ Y è ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÿêîáèàí

J =
∂Ψ

∂x

∂Y

∂y
− ∂Ψ

∂y

∂Y

∂x
.

Çàìåíÿÿ ∂Y
∂y è ∂Y

∂x íà ∂v
∂ξ è

∂u
∂ξ , ñîîòâåòñòâåííî, íåòðóäíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî J òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.15), (1.16).

Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1, ñîîòíîøåíèå Ψ(x, y, ξ;h, k) = 0 ìîæåò áûòü

çàïèñàíî â âèäå φ(ξ, Y, h, k) = 0. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè φ

ïîëåçíî ïîëîæèòü y = x èëè x = 0. Ïîñëå ýòîãî âûðàæåíèå Y (x, y, ξ;h, k)

çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, è ôóíêöèÿ Ψ(x, x, ξ;h, k) ëåãêî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ξ è

Y (x, x, ξ;h, k).

Óðàâíåíèå

φ(ξ, Y ;h, k) = 0 (1.31)

çàäàåò êðèâóþ, â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëîâ íà êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè V.
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Çàìå÷àíèå 1.6. Ôóíêöèÿ φ(ξ, Y ;h, k) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî ξ, Y. Îäíàêî äî-

ñòàòî÷íî ââåñòè ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþAl(ξ, Y, h, k) = f1(ξ)f2(Y )φ(ξ, Y ;h, k),

ãäå f1, f2 íåêîòîðûå (ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè), êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò èñêî-

ìóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

φ(ξ, Y, h, k) ∼= Al(ξ, Y, h, k), ïîäñòàâëÿÿ âû÷èñëåííóþ ôóíêöèþ Al â ïðàâóþ

÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, èíîãäà îïóñêàÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèè φ îò ïàðàìåòðîâ

h, k.

Íàïðèìåð, òèïè÷íûé âèä êðèâîé, çàïèñàííûé ïî âûøåóêàçàííîìó ïðà-

âèëó, âûðàæàåòñÿ êàê

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 2 + f(ξ)− hξ + k.

Êðîìå òîãî, â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ φ ìîæåò ñîäåðæàòü ðàäèêàëû,

èñêëþ÷åíèå êîòîðûõ äîâîëüíî ïðîñòî, íî ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ãðîìîçäêèì âû-

ðàæåíèÿì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξk(x, y;h, k), ãäå k = 1, 2, 3, êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ Ψ(x, y, ξ;h, k) = 0.

Òåîðåìà 1.7. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà -ßêîáè V èìååò âèä

V (x, y;h, k) =
3∑

k=1

(
σ(x, y, ξk(x, y;h, k))−

ξk∫
Y (ξ) dξ

)
, (1.32)

ãäå Y (ξ) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé φ(ξ, Y ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∂

∂x
V (x, y) =

3∑
k=1

σx(x, y, ξk) +
3∑

k=1

{σξ(x, y, ξk)− Y (ξk)}ξk,x =
3∑

k=1

uk = P1.

Àíàëîãè÷íî
∂

∂y
V (x, y) = P2.

Îòñþäà è èç âûâîäà âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñîâ êàê ôóíêöèé êîîðäèíàò ïðè

ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ îïðåäå-

ëÿþùèå óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ V:

H(x, y,
∂V

∂x
,
∂V

∂y
) = h, (x, y,

∂V

∂x
,
∂V

∂y
) = k. (1.33)
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Íåîáõîäèìûå àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû âû÷èñëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíè-

åì ïî ïàðàìåòðàì h, k ôóíêöèè Y, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð (ñì. ôîðìóëó (1.6)):

t− t0 =
∂V

∂h
= −

3∑
k=1

ξk∫
ξ0

∂Y (ξ)

∂h
dξ =

3∑
k=1

ξk∫
ξ0

Ω1(ξ).

Èòàê,

Ω1 = −∂Y
∂h

dξ, Ω2 = −∂Y
∂k

dξ,

èëè, êàê íåòðóäíî âèäåòü,

Ω1 =
∂φ/∂h

∂φ/∂Y
dξ, Ω2 =

∂φ/∂k

∂φ/∂Y
dξ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè îáðàòíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå ßêîáè ñëåäóþùåé ñèñòåìû

t− t0 =
ξ1∫
ξ0

Ω1(ξ) +
ξ2∫
ξ0

Ω1(ξ) +
ξ3∫
ξ0

Ω1(ξ),

τ − τ0 =
ξ1∫
ξ0

Ω2(ξ) +
ξ2∫
ξ0

Ω2(ξ) +
ξ3∫
ξ0

Ω2(ξ),

Alg(Y1, Y2, Y3, ξ1, ξ2, ξ3;h, k) = 0,

(1.34)

ãäå ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà â ñèñòåìå îçíà÷àåò íåêîòîðîå àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå.

Íàïðèìåð, åñëè ìîæíî íàéòè òàêóþ ïåðåìåííóþ η = a(x, y)ξ+b(x, y) = g(ξ, Y ),

òîãäà ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî ìîæåò

îçíà÷àòü, ÷òî äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ëåæàò íà ïðèìèàíå àëãåáðàè÷åñêîé

êðèâîé (1.31). Àâòîð áëàãîäàðåí Ï.Ã. Ãðèíåâè÷ó çà ýòî íàáëþäåíèå.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòè-

åì íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé - êóáèêîé φ̃(ξ, η), ÿâëÿþùåéñÿ ÷èñëèòåëåì ôóíê-

öèè, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå Y = G(ξ, η) â ôóíêöèþ φ(ξ, Y ), ãäå ôóíê-

öèÿ G ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè g : g(ξ,G(ξ, η)) = η.

Âðåìåíà t è τ ñîîòâåòñòâóþò äèíàìèêå ñèñòåìû ïî ïîòîêàì, ñîîòâåòñòâó-

þùèì ãàìèëüòîíèàíó H è äîïîëíèòåëüíîìó èíòåãðàëó K, à âåëè÷èíû t0, τ0 �

ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

Êîíå÷íî, ìîæíî ñëåäèòü çà äèíàìèêîé ñèñòåìû òîëüêî ïî �îñíîâíîìó�

âðåìåíè t, çàôèêñèðîâàâ âåëè÷èíó τ è ñ÷èòàÿ åå ïàðàìåòðîì.
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1.5 Êëàññèôèêàöèÿ. Ïðèìåðû

1.5.1 Êëàññ 1

Äëÿ ìîäåëåé èç ýòîãî êëàññà

S1 = S2 = S, f1 = f2 = f. (1.35)

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü

g =
G̃

S
, G̃ = G− δ

10
S ′, f = −4G̃2

S
− 4δ

3
G̃′ − δ2

12
S ′′,

ãäå

S(x) = s5x
5 + s4x

4 + s3x
3 + s2x

2 + s1x+ s0, G(x) = g3x
3 + g2x

2 + g1x+ g0,

è si, gi, δ - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà ôóíêöèè S, f è ôóíêöèÿ Z, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ (ñì. �1) ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè g, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

(1.15), (1.16).

Çàìå÷àíèå. Ïàðàìåòð δ èç Òåîðåìû 3 ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì δ èç ôîð-

ìóëû (1.24). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ôîðìóëå (1.24) δ = 0. Òîãäà ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî âñÿêàÿ ïàðà ãàìèëüòîíèàíîâ (1.11)-(1.16), (1.35), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó

óñëîâèþ, îïèñûâàåòñÿ Òåîðåìîé 3.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ

S(x) = s5(x− µ1)(x− µ2)(x− µ3)(x− µ4)(x− µ5),

ãäå s5 6= 0 è âñå êîðíè µi ìíîãî÷ëåíà S ðàçëè÷íû. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ôóíêöèÿ Z äëÿ èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè èç Òåîðåìû 3 èìååò âèä

Z(x, y) =
5∑
i=1

νi

√
(µi − x)(µi − y), (1.36)

ãäå νi - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Êîýôôèöèåíòû gi è δ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ïîñòîÿííûå νj èç ôîðìóëû (1.24). Íàïðèìåð, 2δ = −
∑
νi. Ôóíêöèÿ f çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé

f(x) = − 1

16

5∑
i=1

ν2
i

S ′(µi)

x− µi
+ k1x+ k0,
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ãäå k1, k0 - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè (1.36)

σ(x, y, ξ) = −1

2

5∑
i=1

νi log

√
x− ξ

√
y − µi +

√
y − ξ

√
x− µi√

x− y
√
µi − ξ

, (1.37)

Y =
1

4

N∑
i=1

νi

√
(x− µi)(y − µi)

(ξ − µi)
√

(x− ξ)(y − ξ)
.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ èìååò âèä

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 2 + f(ξ)− ξh+ k = 0

è ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé ðîäà 2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîë÷îê Ñòåêëîâà íà so(4) [149] ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì ìîäåëè èç Òåîðåìû 3 (ñì. ïîäðàçäåë 1.6.4).

1.5.2 Êëàññ 2

Ôóíêöèè Z äëÿ ìîäåëåé ýòîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ñïåöèàëüíûìè ñëó÷àÿìè

ôóíêöèé Z èç êëàññà 1. Îäíàêî èìåííî äëÿ ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ôóíêöèè

S è f ñîäåðæàò ãîðàçäî áîëüøå ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ÷åì îáåñïå÷èâàåò

îáùàÿ ôîðìóëà èç Òåîðåìû 1.8.

Òàêèå ôóíêöèè Z ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû, êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû

Zxy =
Zx − Zy
2(y − x)

=
1

3
U(Z)ZxZy, (1.38)

ãäå U - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé.

Çàìå÷àíèå 1.9. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äàðáó-

Ýéëåðà Zxy =
Zx−Zy
2(y−x) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ðåøåíèé âèäà

Z = F

(
h(x)− h(y)

x− y

)
,

ãäå F è h - íåêîòîðûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

U = F ′′/F ′2.

Ëåììà 1.10. Ñèñòåìà (1.38) ñîâìåñòíà, åñëè è òîëüêî åñëè

U =
3

2

B′

B
, B(Z) = b2Z

2 + b1Z + b0,

ãäå bi - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Â ñëó÷àå deg B = 2, ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ çàìåí Z, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî

Z(x, y) =
√

(x− µ1)(y − µ1) +
√

(x− µ2)(y − µ2). (1.39)

Ïðè ýòîì b2 = 1, b1 = 0, b0 = −(µ1 − µ2)
2.

Åñëè deg B = 1, òî

Z(x, y) =
√
x y +

1

2
(x+ y), (1.40)

b1 = 1, b2 = b0 = 0.

Íàêîíåö, åñëè deg B = 0, òî

Z(x, y) = x+ y. (1.41)

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Z çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1.39). Òîãäà

S(x) = (x−µ1)(x−µ2)P (x)+(x−µ1)
3/2(x−µ2)

3/2Q(x), degP ≤ 3, degQ ≤ 2,

è

f(x) = f0 + f1x+ k2(x− µ1)
1/2(x− µ2)

1/2 +
(µ2 − µ1)

16

{ P (µ1)

x− µ1
− P (µ2)

x− µ2

}
+

(µ2 − µ1)

32
(x− µ1)

1/2(x− µ2)
1/2
{Q(µ1)

x− µ1
− Q(µ2)

x− µ2

}
.

Â ñëó÷àå, êîãäà Q = 0, k2 = 0, ýòè ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ôîðìóëàìè äëÿ êëàññà 1. Ôóíêöèè σ, Y çàäàþòñÿ òîé æå ôîðìóëîé (1.37), ÷òî

è äëÿ êëàññà 1 :

σ(x, y, ξ) = −1

2

2∑
i=1

log

√
x− ξ

√
y − µi +

√
y − ξ

√
x− µi√

x− y
√
µi − ξ

,

Y =
1

4

2∑
i=1

√
(x− µi)(y − µi)

(ξ − µi)
√

(x− ξ)(y − ξ)
.

Àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

[SR(ξ) + ηSI(ξ)]Y
2 − [kR(ξ) + ηkI(ξ)] = 0, (1.42)

ãäå

SR(x) = (x− µ1)(x− µ2)P (x), SI(x) = (x− µ1)(x− µ2)Q(x),
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kR(x) = −k + hx− f0 − f1x−
(µ2 − µ1)

16

{ P (µ1)

x− µ1
− P (µ2)

x− µ2

}
,

kI(x) = k2 −
1

32
(µ1 − µ2)

2 − 1

16
(µ1 − µ2)

{Q(µ1)

x− µ1
− Q(µ2)

x− µ2

}
,

1

η
=

1√
ξ − µ1

√
ξ − µ2

√
1− (µ1 − µ2)2

16(ξ − µ1)2(ξ − µ2)2Y 2
.

Îòìåòèì, ÷òî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ìîæíî âûðàçèòü η2 êàê ôóíêöèþ ξ, Y

è ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè óðàâíåíèå äëÿ êðèâîé ê ñòàíäàðò-

íîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå φ(ξ, Y ) =
∑
i,j
cijY

iξj = 0. Îäíàêî îòâåò ïîëó÷àåòñÿ

äîâîëüíî ãðîìîçäêèì.

Âûðàæàÿ Y êàê ôóíêöèþ îò (ξ, η) è ïîäñòàâëÿÿ â (1.42), ìîæíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî â ïåðåìåííûõ (ξ, η), ýòà êðèâàÿ ïðèîáðåòàåò âèä ïðîèçâîëüíîé 10-òè

ïàðàìåòðè÷åñêîé êóáèêè. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ êðèâàÿ

φ(ξ, Y ) = 0, â òåðìèíàõ êîòîðîé çàïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (ñì.

Òåîðåìó 2), ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîñêîëüêó

η =
ξ − µ1√

x−µ1√
x−µ2

+
√
y−µ1√
y−µ2

+
ξ − µ2√

x−µ2√
x−µ1

+
√
y−µ2√
y−µ1

,

à çíà÷èò òî÷êè (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

2. Äëÿ ôóíêöèè Z âèäà (1.40) èìååì

S(x) = xP (x) + x3/2Q(x), degP ≤ 3, degQ ≤ 2,

f(x) = − 1

16x
P (x)− 1

32
√
x
Q(x) + f1x+ fq

√
x+ f0.

Ôóíêöèÿ Y çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Y =
ξ +
√
x
√
y

4ξ
√
x− ξ

√
y − ξ

. Êðèâàÿ è â ýòîì ñëó÷àå

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå (1.42), ãäå

SR(x) = xP (x), SI(x) = xQ(x),

kR(x) = −k + hx− f0 − f1x+
1

16x
P (x), kI(x) =

1

16x
Q(x)− fq,

η =
4Y ξ3/2√

16Y 2ξ2 − 1
.

Â ïåðåìåííûõ (ξ, η) îíà òàêæå èìååò âèä ïðîèçâîëüíîé êóáèêè. Èç ôîðìóëû

η =
ξ+
√
xy√

x+
√
y
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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3. Äëÿ ôóíêöèè Z, çàäàííîé ôîðìóëîé (1.41), èìååì

S(x) = s6x
6 + s5x

5 + s4x
4 + s3x

3 + s2x
2 + s1x+ s0,

f(x) = − 1

40
S ′′(x) + f2x

2 + f1x+ f0.

Â ýòîì ñëó÷àå Y =
1

2
√
x− ξ

√
y − ξ

. Êðèâàÿ èìååò îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé àëãåá-

ðàè÷åñêèé âèä

S(ξ)Y 6−F (ξ)Y 4−
(1

8
F ′′(ξ)+

7

1920
SIV (ξ)−k2

2

)
Y 2− s6

64
= 0, F (ξ) = −k+hξ−f(ξ)

è â ïåðåìåííûõ (ξ, η), ãäå η = ξ2 − 1

4Y 2
, èìååò âèä ïðîèçâîëüíîé êóáèêè. Ïî-

ñêîëüêó η = ξ(x + y) − xy, òî òî÷êè (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé.

1.5.3 Êëàññ 3

Ãàìèëüòîíèàí (1.11)-(1.16) íàçîâåì íåñèììåòðè÷åñêèì, åñëè S1(x) 6= S2(x),

èëè f1(x) 6= f2(x).

Òåîðåìà 1.11. Â íåñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå ôóíêöèè Z, Si, fi óäîâëåòâîðÿþò

(1.15), (1.16) åñëè è òîëüêî åñëè

δ = 0, g =
1

H
, S1,2 = W H±MH3/2, f1,2 = −4W

H
∓2MH−1/2±aH1/2,

ãäå g - ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Z,

W (x) = w3x
3 + w2x

2 + w1x+ w0, H(x) = h2x
2 + h1x+ h0,

M(x) = m2x
2 +m1x+m0.

Çäåñü wi, hi,mi, a - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ H(x) = (x− µ1)(x− µ2). Àëãåáðà-

è÷åñêàÿ êðèâàÿ â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ψ(ξ, Y ) = −k + hξ − RW (ξ)

2(ξ − µ1)(ξ − µ2)(µ2 − µ1)
+

4M(ξ)
√

2Y

√
ξ − µ1

√
ξ − µ2

(µ2 − µ1)3/2

√
R + 8b

√
2Y

(ξ − µ1)
3/2(ξ − µ2)

3/2

√
R
√
µ2 − µ1

= 0,

(1.43)



36

ãäå

Y =

√
(x− µ1)(y − µ1)

(ξ − µ1)
√

(x− ξ)(y − ξ)
−

√
(x− µ2)(y − µ2)

(ξ − µ2)
√

(x− ξ)(y − ξ)
,

R = 16(ξ − µ1)
2(ξ − µ2)

2Y 2 − (µ1 − µ2)
2.

Ïîäñòàâëÿÿ

Y =
1

4

(µ1 − µ2)
3
2η

(ξ − µ2)(ξ − µ1)
√
η2(µ2 − µ1)− 8(ξ − µ1)(ξ − µ2)

â (1.43), ïîëó÷àåì êóáèêó â ïåðåìåííûõ (ξ, η) ñ ïîëíûì íàáîðîì èç äåñÿòè

íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî η = a(x, y)ξ + b(x, y), ãäå

a, b - íåêîòîðûå ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ìîäåëåé èç Êëàññîâ 2 è 3 àëãåáðàè÷åñêàÿ êðè-

âàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèì íàêðûòèåì íàä ýëëèïòè-

÷åñêîé êðèâîé. Äèíàìèêà òðåõ òî÷åê (ξ1, Y1), (ξ2, Y2), (ξ3, Y3) íà ýòîé êðèâîé

(ñì. Òåîðåìó 2) ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ: èõ ïðîåêöèè íà ýëëèïòè÷åñêóþ áàçó

(ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ãèïîòåçà 2. Âñÿêàÿ ïàðà ãàìèëüòîíèàíîâ (1.11)-(1.16) ïðèíàäëåæèò ê îäíîìó

èç òðåõ êëàññîâ, îïèñàííûõ âûøå.

1.6 Êëàññè÷åñêèå âîë÷êè è êâàçèøòåêêåëåâû

ãàìèëüòîíèàíû

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñâÿçàòü íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå âîë÷êè ñ êâàçèøòåêêåëåâûìè

ãàìèëüòîíèàíàìè, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïðèâåñòè ïàðó ãàìèëüòîíèàíîâ, îïèñû-

âàþùèõ âîë÷êè, ê ïàðå ãàìèëüòîíèàíîâ êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì è êîììó-

òèðóþùèõ â ñèëó ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ êî-

îðäèíàò Äàðáó. Çàòåì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.2, ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå êâà-

çèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû. Äàëåå ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, îïèñàííûì ðàíåå,

ïîëó÷èòü àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ è ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà - ßêîáè.
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1.6.1 Âîë÷îê Êëåáøà íà e(3)

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë âîë÷êà Êëåáøà

H =
1

2
(M 2

1 +M 2
2 +M 2

3 ) +
1

2
(λ1γ

2
1 + λ2γ

2
2 + λ3γ

2
3),

K = (λ1M
2
1 + λ2M

2
2 + λ3M

2
3 )− λ1λ2λ3(

γ2
1

λ1
+
γ2

2

λ2
+
γ2

3

λ3
)

(1.44)

ãäå λi- ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû. Ôóíêöèè H è K êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî

ëèíåéíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà àëãåáðû å(3)

{Mi,Mj} = eijkMk, {Mi, γj} = eijkγk, {γi, γj} = 0

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà ýòèõ ñêîáîê:

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = α2, M1γ1 +M2γ2 +M3γ3 = l.

Òîãäà ôîðìóëû

M1 = −p1q1q2 +
1

2
p2(q

2
1 − q2

2 − 1) +
l x

2α

(q2
1 + q2

2 + 1)

(q2
1 + q2

2)
,

M2 =
1

2
p1(q

2
1 − q2

2 + 1) + p2q1q2 +
l y

2α

(q2
1 + q2

2 + 1)

(q2
1 + q2

2)
,

M3 = p1q2 − p2q1,

γ1 =
2αq1

(q2
1 + q2

2 + 1)
, γ2 =

2αq2

(q2
1 + q2

2 + 1)
, γ3 =

α(q2
1 + q2

2 − 1)

(q2
1 + q2

2 + 1)
.

(1.45)

çàäàþò âåùåñòâåííûå êîîðäèíàòû Äàðáó (p1, p2, q1, q2) íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëè-

ñòå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.45) â (1.44) è èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1.2, ïîëó÷àåì:

S(x) = −2(x− 2λ1)(x− 2λ2)(x− 2λ3), Z(x, y) = i
l

α
(x+ y),

f(x) = −α
2

4
x2 +

α2

2
x(λ1 + λ2 + λ3).

(1.46)

Íàëè÷èå ìíèìîé åäèíèöû â âûðàæåíèè äëÿ Z(x, y) èç (1.46) ïðèâîäèò ê

íåîáõîäèìîñòè ñäåëàòü çàìåíó

i
√
S(x)S(y)→

√
−S(x)S(y)
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Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â ãàìèëüòîíèàíå è äîïîëíèòåëü-

íîì èíòåãðàëå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåìåííûå s1, s2

íàõîäÿòñÿ â ¾ïðàâèëüíûõ¿ ïðîìåæóòêàõ ìåæäó êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà S (ïîëè-

íîìû S(s1) è S(s2) äîëæíû èìåòü ðàçíûå çíàêè â ñèëó äèíàìèêè ñèñòåìû).

Ñëåäóÿ ñõåìå Ðàçäåëà 1.4, ïîëó÷àåì

σ(x, y, ξ) =
l

α
arctan(

√
x− ξ√
ξ − y

), Y =
∂

∂ξ
σ = − l

2α

1√
x− ξ

√
ξ − y

. (1.47)

Èñïîëüçóÿ (1.30), ìû âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðè-

âóþ ðîäà 3:

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 4 + (f(ξ)− hξ + k)Y 2 − l2

16
= 0. (1.48)

Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ (1.48) ñîâïàäàåò ñ êðèâîé, ïîëó÷åí-

íîé Ïåðåëîìîâûì èç 3× 3 ïàðû Ëàêñà äëÿ âîë÷êà Êëåáøà [121]. Èçëîæåííûé

âûøå ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïàðû

Ëàêñà.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

η =
l2

4α2Y 2
+ ξ2 = (x+ y)ξ − xy. (1.49)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

l̃ =
l

α2
, h̃ =

h

α2
, k̃ =

k

α2
, I1 = λ1+λ2+λ3, I2 = λ1λ2+λ2λ3+λ3λ1, I3 = λ1λ2λ3,

òîãäà âûðàæàÿ ïåðåìåííóþ Y èç (1.49) è ïîäñòàâëÿÿ â (1.48), ïîëó÷àåì êóáèêó

φ̃(ξ, η) = 2(l̃2 + I1 − 2h̃)ξ3 − ξ2η − 4(l̃2I1 − k̃)ξ2−
− 2(I1 − 2h̃)ξη + η2 + 8l̃2I2ξ − 4k̃η − 16l̃2I3 = 0

(1.50)

- êðèâóþ ðîäà 1.

1.6.2 Âîë÷îê Êîâàëåâñêîé ñ ãèðîñòàòîì íà e(3)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîë÷îê Êîâàëåâñêîé ñ ãèðîñòàòîì.
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Ãàìèëüòîíèàí äëÿ ãèðîñòàòà Êîâàëåâñêîé èìååò âèä

H =
1

2
(M 2

1 +M 2
2 + 2M 2

3 − 2λM3) + cγ1 , (1.51)

ãäå c è λ - íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.

Ãàìèëüòîíîâñêàÿ ñòðóêòóðà âîë÷êà çàäàåòñÿ e(3)-ñêîáêàìè Ïóàññîíà{
Mi ,Mj

}
= εijkMk ,

{
Mi , γj

}
= εijkγk ,

{
γi , γj

}
= 0.

Ýòà ñêîáêà îáëàäàåò ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà

A =
3∑

k=1

γ2
k, B =

3∑
k=1

γkMk. (1.52)

Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé [73]

K = ξ1ξ2 + 4λ
(

(M3 − λ)z1z2 − (z1 + z2)cγ3

)
, (1.53)

ãäå

ξ1 = z2
1 − 2c(γ1 + iγ2) , ξ2 = z2

2 − 2c(γ1 − iγ2)

è

z1 = M1 + iM2, z2 = M1 − iM2.

Ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë èìååò 4-óþ, à íå âòîðóþ ñòåïåíü, òåîðåìà

1.2 íå ïðèìåíèìà íàïðÿìóþ ê äàííîìó ñëó÷àþ, îäíàêî ñèñòåìó ìîæíî ïðè-

âåñòè ê ôîðìå êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ïîëüçóÿñü

óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ.

Â ðàáîòå Êîìàðîâà è Öûãàíîâà [73], áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ:

h =
s1 − s2

2

(
ṡ2

1

ϕ1
− ṡ2

2

ϕ2

)
− s1 + s2

2
, (1.54)

k

4
= (2h+ s1 + s2)λ

2 − λ
√
−ϕ1ϕ2

(
ṡ1

ϕ1
+
ṡ2

ϕ2

)
+

+ (s1 − s2)

(
s2ṡ

2
1

ϕ1
− s1ṡ

2
2

ϕ2

)
− s1s2 + h2 .

(1.55)

Çäåñü ϕi = S(si),

S(s) = 4s3 − 8h s2 + 4h2 s− k s+ 4c2a s+ 4c2 b. (1.56)
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Ïîëó÷åííûå â ýòîé ðàáîòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè

(1.23) ïðè óñëîâèè

Z(x, y) = − i
2
λ(x+ y), f(x) = −x

2

4
, hq =

h

2
− λ2, kq = −h

2

4
− hλ2 +

k

16
. (1.57)

Âñå êîýôôèöèåíòû â êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíàõ ñòàíóò âåùåñòâåííû-

ìè (êàê è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ) ïðè çàìåíå

i
√
S(x)S(y)→

√
−S(x)S(y),

ñì. ôîðìóëó (1.55), âçÿòóþ èç ðàáîòû [73], à òàêæå â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå,

ïðè èçó÷åíèè âîë÷êà Êëåáøà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííàÿ â ðàçäåëå 3 ñõåìà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

ïðèìåíèìà â ýòîì ñëó÷àå áóêâàëüíî, à èìåííî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

σ(x, y, ξ) = λ arctan(

√
x− ξ√
ξ − y

), Y =
∂

∂ξ
σ = −λ

2

1√
x− ξ

√
ξ − y

. (1.58)

Êðèâàÿ φ(ξ, Y ) ðîäà 3 èìååò âèä:

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 4 + (f(ξ)− hqξ + kq)Y
2 − λ2

16
= 0. (1.59)

Ïîñêîëüêó ïîëèíîì S(s) â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò îò h, k, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ íåîáõîäèìî âìåñòî ïàðàìåòðîâ hq, kq ïîäñòàâèòü â

êðèâóþ (1.59) ïàðàìåòðû h0, k0, âû÷èñëèòü àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû ïî ñõåìå

Ðàçäåëà 1.4, äèôôåðåíöèðóÿ ïðè ýòîì ïî ïàðàìåòðàì h0, k0, à íå ïî h, k, çàòåì

äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó h0 = hq, k0 = kq.

Èòàê, ïîëó÷àåì

t− t0 =
ξ1∫
ξ0

Ω1(ξ) +
ξ2∫
ξ0

Ω1(ξ) +
ξ3∫
ξ0

Ω1(ξ),

τ − τ0 =
ξ1∫
ξ0

Ω2(ξ) +
ξ2∫
ξ0

Ω2(ξ) +
ξ3∫
ξ0

Ω2(ξ),

ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,

(1.60)

ïîñêîëüêó ìîæíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ

η =
λ2

4Y 2
+ ξ2 = (x+ y)ξ − xy, (1.61)

èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è ñëåäóåò íåîáõîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå (ïî-

ñëåäíÿÿ ñòðîêà â ñèñòåìå (1.60)). Cõåìà âû÷èñëåíèÿ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ

Ω1,Ω2 îïèñàíà âûøå.
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1.6.3 Äâóõñïèíîâàÿ ìîäåëü I - Âîë÷îê Øîòòêè

-Ìàíàêîâà íà so(4)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äâóõñïèíîâóþ ìîäåëü

Ĥ = ( ~S1, A ~S1) + 2( ~S1, B ~S2) + ( ~S2, A ~S2), (1.62)

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð, [158, 112]), ÷òî ãàìèëüòîíèàí H

ãäå A = diag(a1, a2, a3), B = diag(b1, b2, b3), êîììóòèðóåò ñ íåêîòîðûì äî-

ïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì K, êâàäðàòè÷íûì ïî ãåíåðàòîðàì àëãåáðû so(4) =

so(3)
⊕
so(3) îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ ñïèíîâûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

{Sαi , S
β
j } = κ εαβγS

γ
i δij (1.63)

åñëè è òîëüêî åñëè

b2
1(a2 − a3) + b2

2(a3 − a1) + b2
3(a1 − a2) + (a1 − a2)(a2 − a3)(a3 − a1) = 0. (1.64)

Â ôîðìóëå (1.63) εαβγ-ïîëíîñòüþ êîñîñèììåòðè÷íûé òåíçîð, κ -ïàðàìåòð.

Ìàòðèöû A è B, çàäàþùèå ãàìèëüòîíèàí K, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå

A = diag(−λ2
1,−λ2

2,−λ2
3), B = diag(λ2λ3, λ3λ1, λ1λ2).

Ïîñêîëüêó H è K ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíà-

öèè H, K è äâóõ ôóíêöèé Êàçèìèðà

j2
1 = (~S1, ~S1), j2

2 = (~S2, ~S2) (1.65)

ñêîáîê (1.63), äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë K ìîæåò áûòü ïðèâåäåí [65] ê âèäó

K̂ = 2( ~S1, Ĉ ~S2), C = diag(λ1, λ2, λ3).

Ñâåäåíèå ê ñòàíäàðòíûì ñêîáêàì Ïóàññîíà. Êîîðäèíàòû Äàðáó

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà: (~Sk, ~Sk) = j2
k. Òîãäà êîîðäèíàòû

Äàðáó äëÿ ãåíåðàòîðîâ ~Sk àëãåáðû so(3)

~Sk = pk ~E(qk) +
jk
2
~E ′(qk), ãäå ~E(q) = ((q2 − 1), i(q2 + 1), 2q), (1.66)
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çàäàþò ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ ~S1, ~S2 ñî ñêîáêîé (1.63), ãäå κ = −2i, ê íîâûì

ïåðåìåííûì p1, p2, q1, q2 ñ êàíîíè÷åñêîé ñêîáêîé Ïóàññîíà {pα, qβ} = δαβ. Â

ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì

Ĥ = p2
1r(q1) +

j1

2
p1 r

′(q1) +
j2

1

12
r′′(q1) + p2

2r(q2) +
j2

2
p2 r

′(q2) +
j2

2

12
r′′(q2)+

2

(
p1 +

j1

2

∂

∂q1

)(
p2 +

j2

2

∂

∂q2

)
z(q1, q2)

(1.67)

K̂ = −2

(
p1 +

j1

2

∂

∂q1

)(
p2 +

j2

2

∂

∂q2

)
v(q1, q2), (1.68)

ãäå

r(x)
def
= ( ~E(x), A ~E(x)) = −λ2

1(x
2 − 1)2 + λ2(x

2 + 1)2 − 4λ3x
2, (1.69)

z(x, y)
def
= ( ~E(x), B ~E(y)) =

λ2λ3(x
2 − 1)(y2 − 1)− λ3λ1(x

2 + 1)(y2 + 1) + 4λ1λ2xy,
(1.70)

v(x, y)
def
= ( ~E(x), C ~E(y)) = λ1(x

2−1)(y2−1)−λ2(x
2 +1)(y2 +1)+4λ3xy. (1.71)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

z2(x, y)− r(x)r(y) = v(x, y)v̄(x, y), (1.72)

ãäå v̄ - íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.

Ïîñêîëüêó âìåñòî ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ìîæíî

áðàòü ëþáûå èõ êîìáèíàöèè, ïîëîæèì

H = −K̂, K = Ĥ − λK̂, λ = λ1 + λ2 + λ3. (1.73)

Çàìå÷àíèå 1.12. Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ñäåëàëè çàìåíó 1.73, ÷òî íåñêîëüêî

íåîáû÷íî, îäíàêî ïðè òàêîé çàìåíå ìû ïîëó÷èì áîëåå óäîáíûå êâàçèøòåêêåëå-

âû ãàìèëüòîíèàíû. Êîíå÷íî, òàêîå ïåðåîáîçíà÷åíèå ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü â

òåîðåìå 1.2, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì äàëåå, ñòàë áû äîïîëíèòåëü-

íûì èíòåãðàëîì K, ÷òî íåïðèåìëåìî, ïîñêîëüêó ñ òî÷êè çðåíèÿ íîâûõ ïðèëî-

æåíèé ýòîò ñëó÷àé äëÿ íàñ áîëåå âàæåí (òàêæå êàê è îïåðàòîð Øðåäèíãåðà â

êâàíòîâîì ñëó÷àå). Â ëþáîì ñëó÷àå, âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû, ñëåäóåò ôèêñè-

ðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ â òåîðåìå 1.2, âìåñòî òîãî ÷òîáû ïîäãîíÿòü åå ê êàæäîìó

êîíêðåòíîìó ñëó÷àþ.
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Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (1.10), (1.20), ïîëó÷àåì ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå

êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû:

Z(x, y) = (x+ y)δ, δ =
1

2
(j2 − j1), (1.74)

S(x) = 4(x− 2λ1)(x− 2λ2)(x− 2λ3)(x− 2(λ1 + λ2 + λ3)), (1.75)

f(x) = −j
2
1 + j2

2

96
S ′′(x). (1.76)

Îòìåòèì, ÷òî äàííûé íàáîð êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðèíàäëåæèò

êëàññó 2 Ðàçäåëà 1.5.

Ïîëüçóÿñü óíèâåðñàëüíîé ñõåìîé Ðàçäåëà 1.4 âû÷èñëèì àëãåáðàè÷åñêóþ

êðèâóþ, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò äèíàìèêà Âîë÷êà Øîòòêè � Ìàíàêîâà íà

so(4) :

σ(x, y, ξ) = −δ arctanh
√
x− ξ√
y − ξ

, Y =
δ

2
√
x− ξ

√
y − ξ

(1.77)

àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 4 + (f(ξ)− hξ + k)Y 2 +
1

64
(j2

1 − j2
2)2. (1.78)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

η = ξ2 − l2

4α2Y 2
= −(x+ y)ξ + xy. (1.79)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå 1.13. Âñå âûïîëíåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êðîìå ïåðåõîäà îò âîë÷êà

íà so(4), à èìåííî ïåðåõîä îò êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì êîììóòèðóþùèõ

ãàìèëüòîíèàíîâ ê êâàçèøòåêêåëåâûì, ïåðåõîä îò êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòî-

íèàíîâ ê ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà - ßêîáè è àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, âåùåñòâåííû.

Áîëåå òîãî, ïîëó÷åííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ êðèâîé, ïîëó÷åííîé

ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà, ïðè÷åì ïåðåìåííûå, ïðèíàäëåæàùèå êðèâîé,

îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè âîë÷êà. Îäíàêî ïåðåìåí-

íûå Äàðáó â ñëó÷àå âîë÷êà Øîòòêè - Ìàíàêîâà íà so(4) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíû-

ìè, ÷òî ìîæíî ïîíÿòü èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé � ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíè-

òåëüíûé èíòåãðàë êâàäðàòè÷íî çàâèñÿò îò ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû so(3) (èñïîëü-

çóåòñÿ 2-õ ñïèíîâàÿ âåðñèÿ ýòîãî âîë÷êà), òàê êàê öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçî-

âàòü �ñïèíîâûå� ãàìèëüòîíèàíû â êâàäðàòè÷íûå ïî èìïóëüñàì è êîììóòèðóþ-

ùèå â ñèëó êàíîíè÷åñêîé ñêîáêè Ïóàññîíà ãàìèëüòîíèàíû. Çíà÷èò ãåíåðàòîðû
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so(3) äîëæíû áûòü ëèíåéíû ïî èìïóëüñàì � ïóñòü, íàïðèìåð, ~S = p ~E + ~E1,

ãäå ~E, ~E1 - íåêîòîðûå âåêòîðà, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàòû q. Òîãäà èç ðàâåí-

ñòâà (~S, ~S) = j2 (ãäå j - äëèíà ñïèíà) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò

ïðè p2 ðàâåí ( ~E, ~E) = 0, à çíà÷èò ~E− êîìïëåêñíûé âåêòîð (ñð. ñ êîîðäèíà-

òàìè Äàðáó âûøå). Òàêèì îáðàçîì â ñëó÷àå ýòîãî âîë÷êà íåëüçÿ ïðåòåíäîâàòü

íà ïîñòðîåíèå âåùåñòâåííîãî ðåøåíèÿ èç äàííîé êîíñòðóêöèè, îäíàêî àëãåá-

ðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èìåþò ñìûñë è â ýòîì ñëó÷àå

(ïðîñòåéøàÿ èç êðèâûõ, êàê âûÿñíÿåòñÿ, âîîáùå íå çàâèñèò îò ñïîñîáîâ åå ïî-

ëó÷åíèÿ). Êðîìå òîãî, âåùåñòâåííûå êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ñàìè ïî

ñåáå çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ.

1.6.4 Äâóõñïèíîâàÿ ìîäåëü II - Âîë÷îê Ñòåêëîâà íà so(4)

Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé âîë÷êà Ñòåêëîâà íà so(4) ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ íà ñèìïëåê-

òè÷åñêèå ëèñòû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëè èç Êëàññà 1. Ãàìèëüòîíèàí

è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë â ñëó÷àå âîë÷êà Ñòåêëîâà èìåþò âèä

H = (~S1, A~S1) + (~S1, B~S2), K = (~S1, Ā~S1) + (~S1, B̄ ~S2),

ãäå

A = −α2 diag(
1

α2
1

,
1

α2
2

,
1

α2
3

), B = α diag(α1, α2, α3),

Ā = −diag(α2
1, α

2
2, α

2
3), B̄ = α diag(

1

α1
,

1

α2
,

1

α3
),

α = α1α2α3. Çäåñü S̃i - òðåõìåðíûå âåêòîðû ñ êîìïîíåíòàìè Sαi . Ëåãêî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî H è K êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñïèíîâîé ñêîáêè Ïóàññîíà (1.63).

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû Äàðáó (1.66), ïîëó÷àåì

H = p2
1r(q1) + 2p1p2v + j2p1vq2 +

1

2
j1p1r

′(q1)+

+ j1p2vq1 +
1

2
j1j2vq1,q2 +

j2
1

12
r′′(q1),

K = p2
2R(q2) + 2p1p2w + j2p1wq2 +

1

2
j2p2R

′(q2)+

+ j1p2wq1 +
1

2
j1j2wq1,q2 +

j2
2

12
R′′(q2),

(1.80)
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ãäå v = v(q1, q2), w = w(q1, q2),

r(x) = −(x2 − 1)2α2
2α

2
3 + (x2 + 1)2α2

1α
2
3 − 4x2α2

1α
2
2,

R(x) = −(x2 − 1)2α2
1 + (x2 + 1)2α2

2 − 4x2α2
3,

v(x, y) = α
(
(x2 − 1)(y2 − 1)α1 − (x2 + 1)(y2 + 1)α2 + 4xyα3

)
,

w(x, y) = (x2 − 1)(y2 − 1)α2α3 − (x2 + 1)(y2 + 1)α1α3 + 4xyα1α2.

(1.81)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.2, ïîëó÷àåì ïàðó êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëå-

âûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ ôóíêöèÿìè, îïðåäåëÿþùèõ èõ (1.11)-(1.13), (1.35):

S(x) = 16x(α2
1x− 1)(α2

2x− 1)(α2
3x− 1),

Z(x, y) = −1

2
j1(x+ y)− j2

√
xy, f(x) = −j2

1α
2x2 +

j2
2

x
.

(1.82)

Ñëåäóÿ îáùåé ñõåìå Ðàçäåëà 1.4, ïîëó÷àåì:

σ(x, y, ξ) =
j1

2
arctanh

(√
y − ξ√
x− ξ

)
+
j2

2
arctanh

(√
x
√
y − ξ

√
y
√
x− ξ

)
,

Y = −1

4

j1ξ + j2
√
xy

ξ
√
x− ξ

√
y − ξ

.

(1.83)

Ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ ðîäà 2

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 2 + (f(ξ)− hξ + k) = 0. (1.84)

Ïåðåìåííóþ η â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü íåëüçÿ. Îäíàêî ÷èñëèòåëü ôóíê-

öèè Ψ(x, y, ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì 3-é ñòåïåíè ïî ξ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

äàííûé ïîëèíîì íå ñîäåðæèò ÷ëåíà ëèíåéíîãî ïî ξ, ïîýòîìó èìååò ìåñòî àë-

ãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå:

ξ1ξ2 + ξ2ξ3 + ξ3ξ1 = 0.

1.7 Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì

ïîëå

Â ýòîì Ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåê-

òðîìàãíèòíîì ïîëå â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ýòà çàäà÷à âàæíà ñàìà ïî ñåáå êàê

ôèçè÷åñêîå ïðèëîæåíèå, êðîìå òîãî îíà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå. Â ýòîì
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ñëó÷àå âîçìîæíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ñèñòåì áëàãîäàðÿ ñïåöèôè÷åñêî-

ìó âèäó ãàìèëüòîíèàíà (åãî ñèãíàòóðû, ò.å. êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä ñòàðøèìè

÷ëåíàìè ïî èìïóëüñó). Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó çàäà÷ó îòäåëüíî îò êâàíòîâîãî

ñëó÷àÿ, âî - ïåðâûõ, ïîòîìó ÷òî ÷àñòü ðåøåíèé â êâàíòîâîì ñëó÷àå ñîäåðæàò

êâàíòîâûå ïîïðàâêè, êðîìå òîãî, ìû âû÷èñëèì àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðàññìàòðèâàåìûì ñèñòåìàì.

1.7.1 Ïðåäñòàâëåíèå êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ

÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ïîòåíöèàë

Â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ïîñòðîåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ïàð â êëàññå

ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé äëÿ îñíîâíîé ôóíêöèè g(t) (ñì. íèæå), ÷òî ýêâèâàëåíò-

íî òåñòó Ïåíëåâå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ íåîáõîäèìûõ êðèòåðèåâ

èíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Äëÿ ïðîñòîòû ïàðû, êîòîðûå êîììóòèðóþò â ñìûñëå ñòàíäàðòíîé ñêîáêè

Ïóàññîíà {pi, qi} = δi,j, ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî êîììóòèðóþùèìè.

Çàäà÷à î êëàññè÷åñêîì äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèò-

íîì ïîëå ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü, íàïðèìåð,

â ðàáîòå [37] (ñì. òàêæå öèòèðîâàííûå òàì ðàáîòû è ðàáîòó [41] ). Â ýòèõ ðàáîòàõ

áûë ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ óðàâíåíèé, îäíàêî èñïîëüçóåìûé

ïîäõîä åäâà ëè ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ñèñòåì.

Ìû èñïîëüçóåì ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì òèïà Êîâàëåâñêîé è ïîëó÷àåì êàíîíè÷å-

ñêóþ ôîðìó êâàäðàòè÷íûõ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ìû ïîëó÷èì ïîëíóþ

êëàññèôèêàöèþ êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ â ñìûñëå Ïåíëåâå (ñì. âûøå).

Îáðàòíûé ïåðåõîä ê ãàìèëüòîíèàíó çàðÿæåííîé ÷àñòèöû è ê äîïîëíèòåëüíîìó

èíòåãðàëó îñóùåñòâëÿåòñÿ âîçâðàòîì ê îðèãèíàëüíûì ïåðåìåííûì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîììóòèðóþùèõ ïàðàõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êâàäðàòè÷-

íûõ ïî èìïóëüñàì {H,K} = 0. Íàèáîëåå îáùèé âèä òàêèõ ïàð èìååò âèä:

H = a1(q1, q2)p
2
1 + 2b1(q1, q2)p1p2 + c1(q1, q2)p

2
2+ (1.85)

+d1(q1, q2)p1 + e1(q1, q2)p2 + f1(q1, q2)

K = a2(q1, q2)p
2
1 + 2b2(q1, q2)p1p2 + c2(q1, q2)p

2
2+

+d2(q1, q2)p1 + e2(q1, q2)p2 + f2(q1, q2),
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ãäå {pi, qj} = δi,j, {qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, i, j = 1, 2.

Äàëåå ìû áóäåì â îñíîâíîì ñëåäîâàòü ñõåìàì Ðàçäåëà 1.2. Ìû ðàññìîò-

ðèì ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå, ÷åì â

Ðàçäåëå 1.2, ÿâíî ÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ïîòåíöèàë, èìåÿ ââèäó, â òîì

÷èñëå, ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ñëåäóþùåé ãëàâå. Ïóñòü

H = π2
1

S(x)

(x− y)
− π2

2

S(y)

(x− y)
+
U1 − U2

(x− y)
, (1.86)

K = π2
1

y S(x)

(x− y)
− π2

2

xS(y)

(x− y)
π2− (1.87)

−2S(x)A1π1 − 2S(y)A2π2−

−S(x)A2
1 − S(y)A2

2 +
y U1 − xU2

(x− y)
,

ãäå

π1 = P1 − A1, π2 = P2 − A2,

A1 = −1

2

√
S(y)√
S(x)

Zy
x− y

, A2 =
1

2

√
S(x)√
S(y)

Zx
x− y

, (1.88)

çäåñü Z = Z(x, y)− ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ è

U1 =
1

2

√
S(x)∂x[

√
S(x)

Z2
x

(x− y)
] + f(x), (1.89)

U2 = −1

2

√
S(y)∂y[

√
S(y)

Z2
y

(x− y)
] + f(y)

Q =
U1 − U2

x− y
, (1.90)

òîãäà ïàðà (1.86), (1.87) êîììóòèðóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íåíû ñëåäóþùèõ äâà óñëîâèÿ:

Zx,y =
Zx − Zy
2(y − x)

(1.91)

ZxQy − ZyQx = 0, (1.92)

ò.å. îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (1.91),(1.92) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ îáùèì ñëó-

÷àåì Òåîðåìû 1.2.
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1.7.2 Êëàññèôèêàöèÿ è ïðèìåðû

Ñëåäóÿ ñõåìå Ðàçäåëà 1.2, ïîëó÷èì íåñêîëüêî îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé íà ôóíêöèè g(x), f(x), S(x).

Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ S(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëè-

íîìîì âòîðîé ñòåïåíè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãàìèëüòîíèàí â íà÷àëüíûõ ïåðåìåííûõ

èìååò âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé äâèæåíèþ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèò-

íîì ïîëå ñ äîïîëíèòåëüíûì êâàäðàòè÷íûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ (ïîäðîáíåå

ñì. íèæå).

Íàõîäÿ ôóíêöèþ f(x) èç ïåðâîãî âûøåóïîìÿíóòîãî ÎÄÓ è ïîäñòàâëÿÿ

f(x) â ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

Â2B̂(g(x)S(x)) = 0, Â3B̂(g(x)S(x)) = 0, B̂ = ∂4
x, (1.93)

ãäå Â2 è Â3 -äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ïðîèçâîäíûì ïî x âòîðîé è òðå-

òüåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò S(x) (!), à çàâèñÿò, òîëüêî

îò g è åå ïðîèçâîäíûõ, âïëîòü äî g(V I), à òàêæå îò ïàðàìåòðà δ.Ìû íå ïðèâîäèì

ÿâíûå âûðàæåíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà :

1. B̂(g(x)S(x)) = 0⇒ g(x) = P3(x)
S(x) , ãäå P3(x) - ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì òðåòüåé

ñòåïåíè.

2. B̂(g(x)S(x)) = ψ(x)⇒ Â2ψ = 0, Â3ψ = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåì èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ψxxx, ψxx, ψx.

Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî ∂xψx = ψxx. Ïîäñòàâèâ ïðîèçâîäíûå ψ, ïîëó÷èì â êà÷å-

ñòâå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèå âèäà:

g(6) = F (g(5), g(4), g(3), g(2), g′, g, δ), (1.94)

ãäå F - ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò âñåõ àðãóìåíòîâ.

Ïðèìåíèì ê ýòîìó óðàâíåíèþ òåñò Ïåíëåâå, ò.å. áóäåì èñêàòü ðåãóëÿðíûå

îñîáåííîñòè ôóíêöèè g(x). Îòâåò ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (1.94) äîïóñêàåò

òîëüêî äâà èçîëèðîâàííûõ ðåøåíèÿ:

g(t) = − δ

8(t− µ)
(1.95)
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èëè

g(t) = − δ

4(t− µ)
, (1.96)

à òàêæå ðåøåíèå g(t) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (1.16), âèäèì, ÷òî îíî âû-

ïîëíÿåòñÿ, ò.å. âñå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè â ñìûñëå Ïåíëåâå íàéäåíû.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òî÷íîé ôóíêöèè (à íå ðÿäà) Z(x, y) çàìåòèì, ÷òî åñëè

g(x) - ïîëèíîì, òî ðÿä (1.24) îáðûâàåòñÿ, è Z(x, y) - ïîëèíîì îò x è y, íàïðèìåð

g(x) = 1⇒ Z(x, y) = (x−y)2, g(x) = x⇒ Z(x, y) = 1
2(x+y)(x−y)2, â ñëó÷àå,

åñëè

g(x) =
−q

8(x− µ)
⇒ (1.97)

Z(x, y) = (δ − 1

2
q)(x+ y) + q

√
x− µ

√
y − µ.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè âûáåðåì ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè S â âèäå S(x) =

4(x− x1)(x− x2).

Òåîðåìà 1.14. Åñëè ôóíêöèÿ S ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè, òî

âñå ïàðû êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ êàíîíè÷åñêîãî

âèäà (1.11) ïðèíàäëåæàò ê îäíîìó èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ:

1. Îáùèé ñëó÷àé

2. Ñëó÷àé òèïà Øîòòêè-Ìàíàêîâà

3. Ñëó÷àé òèïà Ñòåêëîâà

4. Êîðíåâîé ñëó÷àé

Âñå ýòè ñëó÷àè îïèñàíû íèæå

Èòàê, ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà g(x) = P3(x)
S(x) ðàçðåøàåòñÿ, è ìû èìååì (ñ

òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà)

Îáùèé ñëó÷àé

Z(x, y) = (δ − 1

2
(q1 + q2))(x+ y) + qm(x− y)2(x+ y) (1.98)

+q1

√
x− x1

√
y − x1 + q2

√
x− x2

√
y − x2, S(x) = 4(x− x1)(x− x2),

f(x) = −x1 − x2

4
[

q2
1

x− x1
− q2

2

x− x2
]− 16q2

mx
2S(x)− 16qmx

2(δ − 1

2
(q1 + q2)).
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Ñëåäóÿ ñõåìå Ðàçäåëà 1.4, ïîëó÷àåì

σ(x, y, ξ) = −(δ − q1

2
− q2

2
)arctanh(

√
y − ξ√
x− ξ

)−

− q1

2
arctanh(

√
x− x1

√
y − ξ

√
y − x1

√
x− ξ

)− q2

2
arctanh(

√
x− x2

√
y − ξ

√
y − x2

√
x− ξ

)+

+ qm(x+ y + 2ξ)
√
x− ξ

√
y − ξ,

(1.99)

Y =
1

4
√
x− ξ

√
y − ξ

(
(2δ − q1 − q2) + q1

√
x− x1

√
y − x1

ξ − x1
+

+ q2

√
x− x2

√
y − x2

ξ − x2

)
− 2qm

(
(x− y)2 + 4(x+ y)ξ − 8ξ2

)
.

(1.100)

Èñïîëüçóÿ (1.30), ìû âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðè-

âóþ ðîäà 2:

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)(S(ξ)Y 2 + f(ξ)− hξ + k) = 0. (1.101)

Âî âòîðîì ñëó÷àå èçîëèðîâàííûõ ðåøåíèé (1.95) è (1.96) èìååì

Z = (x+ y)δ, Z = (
1

2
(x+ y) +

√
x
√
y)δ, Z = 2

√
x
√
yδ.

Ôîðìàëüíî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå êîíñòàíò òðè ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ïîäñëó÷àÿìè îáùåãî ðåøåíèÿ (1.98), îäíàêî ôóíêöèè f(x) íå ÿâëÿþòñÿ

ïðåäåëàìè îáùåãî ñëó÷àÿ (1.98) è äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû îòäåëüíî:

Ñëó÷àé òèïà Øîòòêè-Ìàíàêîâà

Z(x, y) = (x+ y)δ, S(x) = 4(x− x1)(x− x2), (1.102)

f(x) = f2x
2.

Ñëåäóÿ ñõåìå Ðàçäåëà 1.4, ïîëó÷àåì

σ(x, y, ξ) = −δ arctanh(

√
y − ξ√
x− ξ

), Y =
∂

∂ξ
σ =

δ

2

1√
x− ξ

√
ξ − y

. (1.103)

Èñïîëüçóÿ (1.30), ìû âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðè-

âóþ ðîäà 3:

φ(ξ, Y ) ∼= S(ξ)Y 4 + (f(ξ)− hξ + k)Y 2 − f2δ
2

4
= 0. (1.104)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

η =
δ2

4Y 2
− ξ2 = −(x+ y)ξ + xy. (1.105)
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.

Êóáèêà

φ̃(ξ, η) = f2η
2 + (f2ξ

2 + hξ − k)η − δ2(ξ − x1)(ξ − x2)− kξ2 + hξ3.

Ñëó÷àé òèïà Ñòåêëîâà

Z(x, y) = (
1

2
(x+ y) +

√
x
√
y)δ, S(x) = 4(x− x1)(x− x2), (1.106)

f(x) = fq
√
x+ x1

δ2

4x
, x2 = 0.

Ñëåäóÿ ñõåìå Ðàçäåëà 1.4, ïîëó÷àåì

σ(x, y, ξ) = −δ
2
arctanh(

√
y − ξ√
x− ξ

)− δ

2
arctanh(

√
x
√
y

√
y − ξ√
x− ξ

), (1.107)

Y =
∂

∂ξ
σ =

δ

4ξ

ξ +
√
x
√
y

√
x− ξ

√
ξ − y

.

Èñïîëüçóÿ (1.30), ìû âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðè-

âóþ ðîäà 2:

φ(ξ, Y ) ∼= (ξ(S(ξ)Y 2 − hξ + k) +
δ2

4
x1)

2(Y 2ξ2 − δ2

16
)− f 2

q ξ
5Y 2 = 0. (1.108)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

η =
4Y ξ3/2√

16Y 2ξ2 − δ2
=
ξ +
√
x
√
y

√
x+
√
y
. (1.109)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.

Êóáèêà

φ̃(ξ, η) = (4k − 4hξ + δ2)η2 + 4hξ2 − 4kξ − δ2x1 ± 4fqη(η2 − ξ).

Çíàê ± â ýòîé ôîðìóëå îáóñëîâëåí âûáîðîì âåòâè â ôîðìóëå (1.109).

Êîðíåâîé ñëó÷àé

Z(x, y) = 2
√
x
√
yδ, S(x) = 4(x− x1)(x− x2), (1.110)

f(x) =
fm
x
− 2x1x2

δ2

x2
.
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Ñëåäóÿ ñõåìå Ðàçäåëà 1.4, ïîëó÷àåì

σ(x, y, ξ) = −δ arctanh(

√
x
√
y

√
y − ξ√
x− ξ

), Y =
∂

∂ξ
σ =

δ

2

√
x
√
y

√
x− ξ

√
ξ − y

. (1.111)

Èñïîëüçóÿ (1.30), ìû âû÷èñëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðè-

âóþ ðîäà 3:

φ(ξ, Y ) ∼= ξ4Y 2(S(ξ)Y 2 + (f(ξ)− hξ + k)) +
δ2

4
((x1x2 + (x1 + x2)ξ)δ

2− fmξ) = 0.

(1.112)

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

η =
1

ξ
− δ2

4ξ3Y 2
=
y + x− ξ

xy
. (1.113)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû òî÷åê (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.

Êóáèêà

φ̃(ξ, η) = (fmξ−δ2(x1x2+(x1+x2)ξ))η
2+(−hξ2+kξ−fm+2(x1+x2)δ

2)η−δ2−k+hξ.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ïî÷åìó â äàííîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷å

S(x) - ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè, îïèøåì ïåðåõîä ê ôèçè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è

ïðèâåäåì ðÿä ïðèìåðîâ.

1.7.3 Ïåðåõîä ê ôèçè÷åñêèì êîîðäèíàòàì. Ïðèìåðû.

Ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí H äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèò-

íîì ïîëå â áîëåå ïðèâû÷íîé ôîðìå

H = π̃2
1 + π̃2

2 + u(q1, q2), (1.114)

ãäå

π̃1 = p1 −A1(q1, q2), π̃2 = p2 −A2(q1, q2),

à çíà÷èò a1(q1, q2) = 1, b1(q1, q2) = 0, c1(q1, q2) = 1 â (1.85).

Ìîæíî âûáðàòü äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë, êîììóòèðóþùèé ñ H â âèäå

K = a2(q1, q2)π̃
2
1 + 2b2(q1, q2)π̃1π̃2 + c2(q1, q2)π̃

2
2

+w1(q1, q2)π̃1 + w2(q1, q2)π̃2 + U(q1, q2),
(1.115)
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òîãäà óñëîâèå {H,K} = 0 äëÿ ñòàðøèõ ïî èìïóëüñàì ÷ëåíàì ïðèâîäèò ê ñëå-

äóþùèì âûðàæåíèåì äëÿ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïå-

ðåìåííûõ q1, q2 è óìíîæåíèÿ K íà ÷èñëî) äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà K :

a2(q1, q2) = q2
2 + µ2, b2(q1, q2) = −q1q2 + κ, (1.116)

c2(q1, q2) = q2
1 + ν2.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ai, bi, ci èçâåñòíû, âû÷èñëèì

ôóíêöèþ S(s) ïî ôîðìóëå (1.20), ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå

S(x) = 4(x− x1)(x− x2), x1 = µ2 + λ2, x2 = ν2 − λ2, (1.117)

ãäå ïàðàìåòð λ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

κ2 = λ2(µ2 − ν2 + λ2),

ò.å. ôóíêöèÿ S âî âñåõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîâ âòîðîé ñòåïåíè, áîëåå òîãî,

êîðíè ýòîãî ïîëèíîìà ïàðàìåòðèçîâàíû öåëûì îáðàçîì.

Äàëüíåéøàÿ ïðîöåäóðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Âû÷èñëèì ôóíêöèè s1(q1, q2) è s2(q1, q2) èç óðàâíåíèÿ (1.10).

2. Âûáåðåì êàêîé-ëèáî íàáîð ôóíêöèé Z(x, y), S(x), f(x) èç (1.98), (1.106)

èëè (1.110).

3. Âû÷èñëÿåì âñå êîýôôèöèåíòû â âûðàæåíèÿõ äëÿ H è K (1.86) è (1.87)

ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.88) è (1.89).

4. Îáðàòèì ôîðìóëó (1.17), ïîëó÷àÿ

P1 = −Φ1
s1

(Φ2
q2
p1 − Φ2

q1
p2)

Φ1
q1

Φ2
q2
− Φ1

q2
Φ2
q1

, (1.118)

P2 = Φ2
s2

(Φ1
q2
p1 − Φ1

q1
p2)

Φ1
q1

Φ2
q2
− Φ1

q2
Φ2
q1

.

5. Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñîâ P1, P2 â âû÷èñëåííûå H è K, äå-

ëàåì çàìåíû

s1 → s1(q1, q2), s2 → s2(q1, q2), x→ s1(q1, q2), y → s2(q1, q2),

ïîëó÷àÿ êîììóòèðóþùóþ ïàðó H(p1, p2, q1, q2), K(p1, p2, q1, q2), êîòîðóþ

ìîæíî ïðèâåñòè ê ôèçè÷åñêîìó âèäó (1.114) (1.115).
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Õîòÿ îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, òåì íå ìåíåå, ïðåä-

ñòàâëÿåò äîâîëüíî íåòðèâèàëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ çàäà÷ó ïðåîáðàçîâàíèÿ âû-

ðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ êîðíè îò ïîëèíîìîâ (è äàæå êîðíè îò ïîëèíîìîâ ïëþñ

êîðíè îò äðóãèõ ïîëèíîìîâ) ê ðàöèîíàëüíîìó âèäó (êàê ïðàâèëî). Îäíàêî â

êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå çàäà÷à ìîæåò áûòü äîâåäåíà äî êîíöà, ïðè ýòîì

êîýôôèöèåíòû Fi(q1, q2) ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ èìïóëüñîâ ïðåäñòàâëÿþò èç

ñåáÿ î÷åíü ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ, ÷òî ìîæíî ïîíÿòü, ïîäñ÷èòàâ ÷èñëî ïàðà-

ìåòðîâ. À èìåííî, îáùèé ñëó÷àé (1.98) ñîäåðæèò 4 ïàðàìåòðà, ïåðåõîä ê ôè-

çè÷åñêèì ïåðåìåííûì - åùå 3 ïàðàìåòðà ïëþñ ñàìè íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

q1, q2, ò.å. êîýôôèöèåíòû Fi(q1, q2) çàâèñÿò íà ñàìîì äåëå îò 9 ïåðåìåííûõ.

Ïîýòîìó íà÷íåì ñ èçîëèðîâàííûõ ðåøåíèé (1.110) è (1.106). Îòìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå (1.110) ìàãíèòíîå ïîëå âåäåò ñåáÿ êàê B ∼ 1
r3 , à ïîòåíöèàë u ∼

1
r2 ïðè

r →∞.
Ïðèìåðû ñòàíîâÿòñÿ ìåíåå ãðîìîçäêèìè ïðè ðåäóêöèè λ = ν ⇒ κ =

µν, x2 = 0, x1 = µ2 + ν2.

Ñëó÷àé Ñòåêëîâà (1.106) ïðè ýòîé ðåäóêöèè îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì

H = p2
1 + p2

2 + 1√
(x−µ)2+(y+ν)2

è ïðè ñäâèãå êîîðäèíàò ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ â

ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ðàññìîòðèì åùå ïîäñëó÷àé îáùåãî ñëó÷àÿ (1.98): q1 = 0, q2 = 0. Â ýòîì

ïðèìåðå i qm → qm, iδ → δ

A1(q1, q2) =
qm
2

(3yµ2 − 2µνx+ 3y3 + 3x2y + ν2y),

A2(q1, q2) =
qm
2

(xµ2 − 2µνy + 3xy2 + 3xν2 + 3x3),

u = −2q2
m((x− µ)2 + (y − ν)2)(x2 + y2 + µ2 + ν2)((x+ µ)2 + (y + ν)2)

+4qmδ(µ
2 + ν2 − x2 − y2).

Ìàãíèòíîå ïîëå B = 2qm(3(x2 + y2) + µ2 + ν2), à äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë

ìîæíî âîññòàíîâèòü.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïîëó÷èëè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ êâàçèøòåêêå-

ëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ (ò.å. ôóíêöèé H,K âèäà (1.86), (1.87)) â ñëó÷àå, êîãäà

ôóíêöèÿ S(x) - ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè, êîòîðûé ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê èñ-

õîäíûì ïåðåìåííûì q1, q2 îïèñûâàåò äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðî-

ìàãíèòíîì ïîëå.
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1.8 Êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû ñ 3-ìÿ ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíî 3-õ ìåðíîå îáîáùåíèå êâàçèøòåêêåëåâûõ ãà-

ìèëüòîíèàíîâ. Áóäåò ïðîâåäåíà èõ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ, êîòîðàÿ ïðèâåäåò ê

äâóì ñåìåéñòâàì - ñèììåòðè÷íîìó è íåñèììåòðè÷íîìó - äëÿ ýòèõ ãàìèëüòîíèà-

íîâ. Òàêæå áóäóò ïîëó÷åíû ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà èç ýòèõ ñèñòåì,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 3-õ ìåðíûìè îáîáùåíèÿìè ñèñòåì Ãèááîíñà - Öàðåâà.

1.8.1 Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà êâàçèøòåêêåëåâûõ

ãàìèëüòîíèàíîâ ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Êâàçèøòåêêåëåâû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå.

Êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû â ôîðìå Áåíåíòè â ñëó÷àå n - ñòåïåíåé

ñâîáîäû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n−1∑
k=0

qki hn−1−k = S(qi)p
2
i +

n∑
j=1

zi,j(~q)pj + ui(~q). (1.119)

Àíàëîãè÷íî øòåêêåëåâó ñëó÷àþ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

h(α)

h(α) =
n∑
k=1

(
S(qk)p

2
k +

n∑
i=1

zk,i(~q)pi + uk(~q)
)∏
j 6=k

α− qj
qk − qj

. (1.120)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè, íóæíî íàéòè ãàìèëü-

òîíèàíû hi êàê êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè h(α) =
n−1∑
k=0

hkα
n−k−1,

âû÷èñëèòü êîììóòàòîðû è ïðèðàâíÿòü èõ íóëþ:

{hi, hj} = 0, i, j = 0, . . . , n− 1. (1.121)

Â îòëè÷èå îò øòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êîììóòàòîðû íå ðàâíû íó-

ëþ àâòîìàòè÷åñêè, è, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ, íóæíî íàéòè

ôóíêöèè S, zi,j, ui èç ñèñòåìû
n(n−1)

2 óðàâíåíèé êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì.

Ýòî òðóäíàÿ çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ n > 3, ïîýòîìó òîëüêî ñëó÷àé n = 3 áóäåò

ðàññìîòðåí â ýòîì Ðàçäåëå.
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Âî-ïåðâûõ, íàäî ðåøèòü óðàâíåíèÿ, êîòîðûå çàíóëÿþò êâàäðàòè÷íûå ïî

èìïóëüñàì ÷ëåíû. Ïðîöåäóðà ïðè ýòîì ïðÿìàÿ, õîòÿ âû÷èñëåíèÿ äîâîëüíî ãðî-

ìîçäêèå è ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó Óòâåðæäåíèþ:

Óòâåðæäåíèå 1.15. Åñëè ñåìåéñòâî (1.120) êîììóòàòèâíî, òîãäà êîýôôè-

öèåíòû zij èìåþò ñëåäóþùèé âèä

zij = ∆ij

√
S(qi)

√
S(qj)

qi − qj
, zii = 0, (1.122)

ãäå ∆ij - ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

Îòìåòèì, ÷òî äèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

zii = S(qi)
∂
∂qi
F (~q), îäíàêî ìîæíî ïîëîæèòü zii = 0, èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêîå

ïðåîáðàçîâàíèå pi → pi − 1
2
∂
∂qi
F (~q).

Àíàëèç îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê äâóì âîçìîæíûì ñëó÷àÿì:.

1. Ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé: ∆i,i = 0, ∆i6=j = −δ, S(x) = a(x)2, ãäå a(x) -

êóáè÷åñêèé ïîëèíîì.

2. Íåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé: ∆2,3 = ∆3,2 = −δ, à îñòàëüíûå ∆i,j = 0 (ñ

òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè), à S - ïîëèíîì 6-îé ñòåïåíè.

Ýòè ñëó÷àè îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå êâàçèøòåêêåëåâû ñèñòåìû ñ 3-ìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äèíàìèêà êâàçèøòåêêåëåâûõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ ãà-

ìèëüòîíèàíàìè hi. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ýòè äâà ñëó÷àÿ ïîäðîáíî.

1.8.2 Ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé

Ñëåäóþùåå Óòâåðæäåíèå îïðåäåëÿåò âåñü ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé:

Óòâåðæäåíèå 1.16. Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ èìå-

åò âèä (1.120)

h(α) =
3∑

k=1

(
S(qk)p

2
k +

3∑
i=1

zk,i(~q)pi + uk(~q)
)∏
j 6=k

α− qj
qk − qj

, {h(α), h(β)} = 0,

(1.123)

ãäå

S(x) = a2(x), zi,j(~q) = −δa(qi)a(qj)

qi − qj
, i 6= j, zi,i(~q) = 0,

a(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0,

(1.124)
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u1(~q) = u(q1, q2, q3), u2(~q) = u(q2, q3, q1), u3(~q) = u(q3, q1, q2)

è

u(x, y, z) = −δ
2

4

(
3S(x)(

1

(x− y)2
+

1

(x− z)2
)− S ′(x)(

1

x− y
+

1

x− z
) +

1

5
S ′′(x)

)
.

Çàìå÷àíèå 1.17. 1) Îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë u(x, y, z) îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî

êâàäðàòè÷íîãî ïîëèíîìà b(x) = b0x
2 + b1x+ b2, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí

ñäâèãîì hi → hi − bi.
2) Â ñëó÷àå a3 = 0, ò.å. êîãäà a(x) - êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì, êàíîíè÷åñêîå

ïðåîáðàçîâàíèå

pi → pi +
∂

∂qi
G(q1, q2, q3), G(x, y, z) =

δ

2
log((x− z)(x− y)(y − z))

ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ïîòåíöèàë u ïîëíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî ãàìèëü-

òîíèàíîâ (1.123) èìååò âèä

h(α) =
3∑

k=1

(
a2(qk)p

2
k + a(qk)δ

∑
i6=k

a(qk)pk − a(qi)pi
qk − qi

)∏
j 6=k

α− qj
qk − qj

. (1.125)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå h(α) =
2∑

k=0

hkα
2−k, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàíû h0, h1, h2

â èíâîëþöèè: {h0, h1} = 0, {h1, h2} = 0, {h2, h0} = 0, òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà

(1.125) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ. Îáñóäèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ýòîé ñèñòå-

ìû ê çàäà÷àì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Äëÿ ýòîãî ìû îïðåäåëèì òðè âðåìåíè

(ïîòîêà) t, τ, ξ, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîëíóþ ýâîëþöèþ ñèñòåìû:

At = {A, h0}, Aτ = {A, h1}, Aξ = {A, h2}. (1.126)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ I1 = q1 + q2 + q3, I2 = q1q2 + q2q3 + q3q1, I3 = q1q2q3.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü âû÷èñëåíèåì âûðàæåíèé ∂h1
∂pk

+(I1−qk)∂h0∂pk
, ÷òî êàæäîå

ðåøåíèå (1.126) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà.

qk,τ + (I1 − qk)qk,t =
δ

2
a′′(qk)a(qk)− a2(qk)δ

∏
j 6=k

1

qk − qj
, I1,τ = −I2,t (1.127)

Àíàëîãè÷íî, âû÷èñëåíèå ∂h2
∂pk
− I3

qk
∂h0
∂pk

ïðèâîäèò ê äðóãîé ñèñòåìå ãèäðîäèíàìè-

÷åñêîãî òèïà.

qk,ξ −
I3

qk
qk,t = −a(qk)δ

∑
(i,j,k)=(1,2,3)

a(qi)qj
(qi − qk)(qi − qj)

, I1,ξ = I3,t. (1.128)
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Ñèñòåìà (1.127) � îáîáùåíèå øèðîêî èçâåñòíîé ñèñòåìû Ãèááîíñà-Öàðåâà

[49]. Ñèñòåìû, àíàëîãè÷íûå (1.127,1.128), èçó÷àëèñü â ðàáîòå [42] è íåäàâíî â

ðàáîòå [117]. Îáå ýòè ñèñòåìû ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàç-

ìåðíîñòè.

Íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ äëÿ ñèñòåìû (1.125),

è ÿâëÿåòñÿ ëè îíà òî÷íîðåøàåìîé â îáùåì ñëó÷àå.

Îäíàêî áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ñïåöèàëüíîì ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå a(x) =

1, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ. Â êîíöå ýòîãî ïîä-

ðàçäåëà ìû äåòàëüíî ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé è ïîëó÷èì åãî òî÷íîå ðåøåíèå.

Ìû âûïèñûâàåì ñèñòåìó (1.119), ãäå a(x) = 1 â �ðàçäåëåííîé ôîðìå� (â ñëó-

÷àå δ = 0 ïåðåìåííûå äåéñòâèòåëüíî ðàçäåëÿþòñÿ, à ñàìà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

øòåêêåëåâîé):

q2
kh0 + qkh1 + h2 − p2

k − δ
∑
j 6=k

pk − pj
qk − qj

= 0, k, j = 1, 2, 3. (1.129)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (1.129), ëèíåéíóþ îòíîñèòåëüíî hk, îáîçíà÷èì hk = Hk +

Vkδ, k = 0, 1, 2 è ïîëó÷èì

H0 =
∑
k

p2
k

∏
j 6=k

1

qk − qj
, H1 =

∑
k

p2
k(qk − I1)

∏
j 6=k

1

qk − qj
,

H2 =
∑
k

p2
k

∏
j 6=k

qj
qk − qj

,
(1.130)

V0 = 0, V1 =
∑
k

pk
∏
j 6=k

1

qk − qj
, V2 =

∑
k

pk(2qk − I1)
∏
j 6=k

1

qk − qj
. (1.131)

Ââåäåì åùå äâå ôóíêöèè

V3 =
∑
k

pk(I
2
1 − 2I2 − 2q2

k)
∏
j 6=k

1

qk − qj
, V4 =

∑
k

pk, (1.132)

ïîëó÷àåì àëãåáðó Ïóàññîíà ñ 7-þ ãåíåðàòîðàìè H0, H1, H2, V1, V2, V3, V4 :

{H0, H1} = 0, {H1, H2} = 0, {H2, H0} = 0,

{H0, V1} = 0, {H0, V2} = 0, {H0, V3} = 0, {H0, V4} = 0,

{V1, V2} = 0, {V1, V3} = 0, {V1, V4} = 0,

{V2, V3} = 2V1, {V2, V4} = V1, {V3, V4} = 2V2,
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{H1, V1} = −V 2
1 , {H1, V2} = −V1V2, {H1, V3} = −V 2

2 , {H1, V4} = 2H0,

{H2, V1} = {H1, V2}, {H2, V2} = −V1V3,

{H2, V3} = −V2(V3 + 2V4)− 2H1, {H2, V4} = H1.

Îñíîâíîé ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ïðîñòî èíòåãðèðóåòñÿ â

êâàäðàòóðàõ, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ, íî è òîò ôàêò,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ {h0, Vi} = 0, i = 1, . . . , 4. Ýòî ïîç-

âîëÿåò ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ Vi = vi(τ, ξ) è íàéòè èìïóëüñû p1, p2, p3 èç ëèíåéíîé

ñèñòåìû V1 = v1(τ, ξ), V2 = v2(τ, ξ), V4 = v4(τ, ξ). Òîãäà ïåðåìåííûå qi íàõî-

äÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà:

qi,tα =
∂hα
∂pi

ïîñëå ïîäñòàíîâêè âû÷èñëåííûõ ðàíåå èìïóëüñîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ôóíê-

öèè qi, óäîáíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

∂Ij
∂tβ

= {Ij, Hβ}, j = 1, 2, 3, β = 0, 1, 2, tβ=0 = t, tβ=1 = τ, tβ=2 = ξ. (1.133)

Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ t-äèíàìèêà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ik :

I1 = −2v1(τ, ξ)t+ c1(τ, ξ), (1.134)

I2 = −v1(τ, ξ)(−v1(τ, ξ)t
2 + c1(τ, ξ)t) + v2(τ, ξ)t+ c2(τ, ξ),

I3 = − 1

18
c1(τ, ξ)

3 − v1(τ, ξ)v2(τ, ξ)t
2 + v2(τ, ξ)c1(τ, ξ)t+ v3(τ, ξ)t+ c3(τ, ξ).

Çàòåì øàã çà øàãîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ τ - è ξ - çàâèñèìîñòü ñ èñïîëüçî-

âàíèåì äîïîëíèòåëüíûõ òîæäåñòâ:

V3 = v3(τ, ξ), hi = h̃i,

ãäå h̃i çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ hi.

Íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå êâàçèøòåêêåëåâîé ñèñòåìû, êàê

êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

(q − q1)(q − q2)(q − q3) = q3 − I1q
2 + I2q − I3 = 0

ñ êîýôôèöèåíòàìè

I1 =
−2(t− t0) + λr

τ0 − τ
− λτ1,
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I2 =
(t− t0 − 1

2λr)
2

(τ0 − τ)2
− 1

4
λ2(τ0 − τ)2 + λ2τ2(τ0 − τ)− λ2τ 2

1 ,

I3 = λτ1(
t− t0 − 1

2λr

τ0 − τ
+ τ1λ)2 − λ2(t− t0)τ2 +

1

2
λ3rτ2

−(λ3τ1τ2 + δ)(τ0 − τ)− 1

4
λ3(τ1 − 2τ3)(τ0 − τ)2,

ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

f(λξ) = C1 + C2λξ + C3e
−λξ + C4e

λξ, τ0 = f(λξ),

τ1 = f ′(λξ), τ2 = f ′′(λξ), τ3 = f ′′′(λξ),

r = λξ((τ1 − τ3)
2 + τ 2

3 − τ 2
2 ) + τ0(τ1 − τ3) + τ2(3τ1 − 2τ3),

h0 =
1

4
λ2, h1 = −1

2
C2λ

3, h2 = λ4(C3C4 +
1

4
C2

2).

Ýòî ðåøåíèå çàâèñèò îò ïîëíîãî íàáîðà êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ

t0, C1, C2, C3, C4, λ.

1.8.3 Íåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îäíîìåðíóþ øòåêêåëåâó ñèñòåìó (íàïîìíèì, ìû

ñ÷èòàåì, ÷òî Hi - êîíñòàíòû)

x2H0 + xH1 +H2 − S(x)p2
1 = 0.

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä S =
∫
dx
√

x2H0+xH1+H2

S(x) ,

à òàêæå, êâàçèøòåêêåëåâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

y2H0+yH1+H2−S(y)p2
2−δ

√
S(y)

√
S(z)

y − z
p3+

δ2

4

(
3

S(y)

(y − z)2
−S

′(y)

y − z
+

1

10
S ′′(y)

)
= 0,

z2H0+zH1+H2−S(z)p2
3−δ

√
S(y)

√
S(z)

z − y
p2+

δ2

4

(
3

S(z)

(z − y)2
−S

′(z)

z − y
+

1

10
S ′′(z)

)
= 0,

ãäå S - ïîëèíîì 6-îé ñòåïåíè - ñì. ñëó÷àé 3 êëàññà 2 ðàçäåëà 1.5.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ãàìèëüòîíèàíû Hi, îïðåäåëÿåìûå âûøåóïîìÿíóòûìè

ñèñòåìàìè, òðåõìåðíû, ïîñêîëüêó çàâèñÿò îò âñåõ ïåðåìåííûõ qi, pi, i = 1, . . . , 3.

Â äàííîì Ðàçäåëå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ êâàçèø-

òåêêåëåâûõ ñèñòåì, à èìåííî äâà ñåìåéñòâà: ñèììåòðè÷íîå è íåñèììåòðè÷íîå.
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Íåñèììåòðè÷íîå ñåìåéñòâî ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé ñóììå îäíîìåðíîãî øòåêêå-

ëåâîãî ãàìèëüòîíèàíà è äâóõêîìïîíåíòíîãî êâàçèøòåêêåëåâîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Ýòîò ñëó÷àé ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàí ìåòîäàìè, ïîëó÷åííûìè â ýòîé Ãëàâå

äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ñèñòåì, à òàêæå ïðîñòûì èíòåãðè-

ðîâàíèåì îäíîìåðíîé øòåêêåëåâîé ñèñòåìû.

×òî êàñàåòñÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðîéêó

êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ â èíâîëþöèè, çàâèñÿùóþ îò êóáè÷åñêîãî

ïîëèíîìà a(x) è ïàðàìåòðà δ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîì a(x) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷-

íûì, òî ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ïîòåí-

öèàëà. Â ñëó÷àå a(x) = 1 ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå ñèììåòðè÷íîé òðåõìåðíîé

êâàçèøòåêêåëåâîé ñèñòåìû â êâàäðàòóðàõ. Âû÷èñëåíèå ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü ñëîæ-

íûìè â ñëó÷àå n > 3, è íà äàííûé ìîìåíò åäâà ëè ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü íà ïîëó-

÷åíèå ïîëíîé êëàññèôèêàöèè äàæå â ñëó÷àå n = 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà

(1.129) ìîæåò áûòü ïðÿìî îáîáùåíà íà ñëó÷àé n > 3. Ïåðâîíà÷àëüíûå âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå n = 4 ìû ïîëó÷àåì {hi, hj} = 0, i, j = 0, 1, 2, 3,

êðîìå ñîîòíîøåíèÿ {h2, h3} 6= 0. Ýòî íåñêîëüêî íåîæèäàííî è ãîâîðèò î òîì,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåò èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ.

Èòàê, â ýòîé Ãëàâå ìû ââåëè êàíîíè÷åñêóþ ïàðó êâàçèøòåêêåëåâûõ ãà-

ìèëüòîíèàíîâ â äâóõêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå (òðîéêó ãàìèëüòîíèàíîâ â 3-õ êîìïî-

íåòíîì ñëó÷àå), äîêàçàëè òåîðåìó î ïðèâåäåíèè ïðîèçâîëüíîé íåâûðîæäåííîé

ïàðû êîììóòèðóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì ê êàíîíè-

÷åñêîé ïàðå êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Áûë ïðåäëî-

æåí ìåòîä �÷àñòè÷íîãî� ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, à òàêæå óíèâåðñàëüíàÿ ñõå-

ìà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ äèíàìèêå ñèñòåìû êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíè-

àíîâ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðÿäîì êëàññè÷åñêèõ âîë÷êîâ è êâàçèøòåêêåëå-

âûìè ãàìèëüòîíèàíàìè.
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Ãëàâà 2

Êâàíòîâûå êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû

2.1 Äèàãîíàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ êâàäðàòè÷íûõ

îïåðàòîðîâ

Â ýòîì Ðàçäåëå áóäåò èçó÷àòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèå äâóìåðíûõ êâàíòîâûõ îïåðà-

òîðîâ, êâàäðàòè÷íûõ ïî îïåðàòîðàì èìïóëüñà ñ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì ê

êâàçèøòåêêåëåâó âèäó. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1.2 â êëàñ-

ñè÷åñêîì ñëó÷àå. Êëàññèôèêàöèÿ â êâàíòîâîì ñëó÷àå çàòðóäíèòåëüíà â îáùåì

ñëó÷àå èç-çà êâàíòîâûõ ïîïðàâîê, ïîýòîìó ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà êâàçèø-

òåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà â îðè-

ãèíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ ïðè-

ìåð äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, ìû ïðîâåäåì êëàññèôèêàöèþ

êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Ðÿä ïîëó÷èâøèõñÿ êîììóòèðóþùèõ êâà-

çèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ áóäóò ïðåîáðàçîâàíû â óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-

ðà. Ïðèìåíèâ ðåäóêöèþ ïàðàìåòðîâ, ìû ïîëó÷èì äâà ñëó÷àÿ äâóìåðíûõ óðàâ-

íåíèé Øðåäèíãåðà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èç êëàññà �ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûõ

çàäà÷�, ò.å òàêèõ, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-

íåíèÿì. Ýòè ñëó÷àè áóäóò ïîðîáíî èçó÷åíû â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå. Óðàâíåíèÿ

òàêîãî òèïà ðàññìàòðèâàþòñÿ âïåðâûå.

2.1.1 Ïàðû êîììóòèðóþùèõ êâàäðàòè÷íûõ îïåðàòîðîâ

Â äàííîì Ðàçäåëå ìû ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì òèïà Êîâàëåâñêîé è ïîëó÷èì

êâàçèøòåêêåëåâó êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó êâàäðàòè÷íûõ êîììóòèðóþùèõ îïåðà-

òîðîâ.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îáùóþ çàäà÷ó î êîììóòèðóþùèõ ïàðàõ êâàíòîâûõ

îïåðàòîðîâ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, êâàäðàòè÷íûõ ïî îïåðàòîðàì èìïóëüñà

[H,K] = 0. Â íàèáîëåå îáùåì âèäå òàêèå ïàðû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ĥ = a1(q1, q2)p̂
2
1 + 2b1(q1, q2)p̂1p̂2 + c1(q1, q2)p̂

2
2+

+ d1(q1, q2)p̂1 + e1(q1, q2)p̂2 + f1(q1, q2),

K̂ = a2(q1, q2)p̂
2
1 + 2b2(q1, q2)p̂1p̂2 + c2(q1, q2)p̂

2
2+

+ d2(q1, q2)p̂1 + e2(q1, q2)p̂2 + f2(q1, q2),

(2.1)

ãäå p̂1 = −i~∂q1, p̂2 = −i~∂q2. Ìû óäåðæèâàåì âî âñåõ ôîðìóëàõ ïîñòîÿííóþ

Ïëàíêà ~ äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêî-

ìó ñëó÷àþ, â òîì ÷èñëå â ïðèìåíåíèè ê ñëó÷àþ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû

â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäèòü ïîñòðîåíèå ðå-

øåíèé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïî ñòåïåíÿì ~.
Ñëåäóåò ïîÿñíèòü, ïî÷åìó âûáðàíà òàêàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çà-

äà÷è (ïðîìåæóòî÷íûé ïåðåõîä ê êâàçèøòåêêåëåâûì ãàìèëüòîíèàíàì). Äåëî â

òîì, ÷òî ïðÿìîå êîììóòèðîâàíèå îïåðàòîðîâ Ĥ, K̂ è ïðèðàâíèâàíèå êîììóòà-

òîðà íóëþ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü öåëûé íàáîð óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ íà ôóíêöèè, ïî êðàéíåé ìåðå íà d1, e1, f1, d2, e2, f2. Äàííàÿ çàäà-

÷à, ïî-âèäèìîìó, ðåøàåòñÿ êðàéíå ñëîæíî íàïðÿìóþ, â òî âðåìÿ êàê ïîäõîä,

ïðèìåíÿåìûé â äàííîì Ðàçäåëå, ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü.

Ìû îáîáùèì Òåîðåìó 1.2 íà êâàíòîâûé ñëó÷àé, èñïîëüçóÿ ãàìèëüòîíèàí

è êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë â ýðìèòîâîé ôîðìå.

Äèàãîíàëèçóåì îäíîâðåìåííî ïàðó H è K, ò.å. îïåðàòîð K − sH, ãäå

s−ïàðàìåòð [39]. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ýòîãî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óðàâ-
íåíèå íà s :

Φ(q1, q2, s) ≡ (b2 − s b1)
2 − (a2 − s a1)(c2 − s c1) = 0. (2.2)

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (2.2), ïîëó÷àåì â îáùåì ñëó÷àå äâà êîðíÿ

s1(q1, q2), s2(q1, q2). Ìû áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó (2.1) íåâûðîæäåííîé, åñëè ÿêî-

áèàí D(s1,s2)
D(q1,q2) 6= 0.

Òåîðåìà 2.1. Ëþáàÿ íåâûðîæäåíàÿ ñèñòåìà âèäà (2.1) ìîæåò áûòü ïðèâå-

äåíà çàìåíîé ïåðåìåííûõ (q1, q2)→ (s1, s2) è êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì

H → g−1H g, K → g−1K g ê êàíîíè÷åñêîìó (êâàçèøòåêêåëåâó) âèäó (äëÿ

óïðîùåíèÿ ìû äåëàåì çàìåíó s1 = x, s2 = y) :
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H = π̂1
S1(x)

(x− y)
π̂1 − π̂2

S2(y)

(x− y)
π̂2 +

U1 − U2

(x− y)
, (2.3)

K = π̂1
y S1(x)

(x− y)
π̂1 − π̂2

xS2(y)

(x− y)
π̂2−

− S1(x)A1π̂1 − π̂1S1(x)A1 − S2(y)A2π̂2 − π̂2S2(y)A2−

− S1(x)A2
1 − S2(y)A2

2 +
y U1 − xU2

(x− y)
,

(2.4)

ãäå

π1 = −i~∂x − A1, π2 = −i~∂y − A2,

A1 = −1

2

√
S2(y)√
S1(x)

Zy
x− y

, A2 =
1

2

√
S1(x)√
S2(y)

Zx
x− y

,

çäåñü Z = Z(x, y)− ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ è

U1 = V1 + ~2[−1

4
S ′′1 (x) +

1

16

(S ′1(x))2

S1(x)
+

1

2

S ′1(x)

x− y
− 3

4

S1(x)

(x− y)2
],

U2 = V2 + ~2[−1

4
S ′′2 (y) +

1

16

(S ′2(y))2

S2(y)
− 1

2

S ′2(y)

x− y
− 3

4

S2(y)

(x− y)2
],

ãäå

V1 =
1

2

√
S1(x)∂x[

√
S1(x)

Z2
x

(x− y)
] + f1(x),

V2 = −1

2

√
S2(y)∂y[

√
S2(y)

Z2
y

(x− y)
] + f2(y).

Ââåäåì åùå ôóíêöèþ Q = V q1 −V
q
2

x−y , ãäå

V q
1 = V1 + ~2[

1

8

S ′1(x)

x− y
− 5

16

S1(x)

(x− y)2
],

V q
2 = V2 + ~2[−1

8

S ′2(y)

x− y
− 5

16

S2(y)

(x− y)2
]

è ôóíêöèè R1 è R2

R1 = ~2[−1

4
∂x

√
S1(x)

x− y
∂x

√
S1(x)

x− y
∂xZ +

3

8
∂x

S1(x)

(x− y)3
∂xZ+

+
3

16

4S1(x)− (x− y)S ′1(x)

(x− y)4
∂xZ],
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R2 = ~2[−1

4
∂y

√
S2(y)

x− y
∂y

√
S2(y)

x− y
∂yZ −

3

8
∂y

S2(y)

(x− y)3
∂yZ+

+
3

16

4S2(y) + (x− y)S ′2(y)

(x− y)4
∂yZ],

òîãäà ïàðà (2.3), (2.4) êîììóòèðóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû

ñëåäóþùèõ äâà óñëîâèÿ:

Zx,y =
Zx − Zy
2(y − x)

, (2.5)

ZxQy − ZyQx +R1 −R2 = 0. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â ïðÿìîì âû÷èñëåíèè. Äëÿ

íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(q1, q2)→ (s1, s2) : (2.7)

∂q1 = −(
Φ1
q1

Φ1
s1

∂s1 +
Φ2
q1

Φ2
s2

∂s2), ∂q2 = −(
Φ1
q2

Φ1
s1

∂s1 +
Φ2
q2

Φ2
s2

∂s2),

ãäå Φi = Φ(si, q1, q2).

Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ

âèäà (∂s1∂s2) â ïðåîáðàçîâàííûõ îïåðàòîðàõ H,K íåò, à ãëàâíûå (êâàäðàòè÷-

íûå) ÷ëåíû èìåþò âèä êàê â (2.3), ôóíêöèè Si ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

(â êîòîðîé ïåðåìåííûå qi íóæíî âûðàçèòü ÷åðåç si)

Si(si) =
1

(Φi
si

)2
[(a1si − a2)(Φ

i
q1

)2 + 2(b1si − b2)Φ
i
q1

Φi
q2

+ (c1si − c2)(Φ
i
q2

)2]. (2.8)

Ëèíåéíûå ïî ïðîèçâîäíûì ÷ëåíû ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (2.3) âûáîðîì

êàëèáðîâêè, îñòàëüíûå ÷ëåíû ôèêñèðóþòñÿ òàê æå, êàê è óðàâíåíèÿ íà ôóíê-

öèè S1(s1), S2(s2), Z(s1, s2), f1(s1), f2(s2). Ñíîâà äåëàåì çàìåíó s1 = x, s2 = y, -

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Êîíå÷íî, ôóíêöèè Z(x, y), f1(x), f2(y) ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç êîýôôèöèåíòû íà÷àëüíîé ïàðû H,K (2.1), îäíàêî ïîëó÷åííûå âûðàæå-

íèÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêè è ìàëî ïðèãîäíû äëÿ ÿâíûõ âû÷èñëåíèé, ò.å. öåëåñîîá-

ðàçíî ïðîâîäèòü èõ îòäåëüíî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Îäíàêî ñôîðìóëè-

ðîâàííîå óòâåðæäåíèå ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ëþáîé íåâû-

ðîæäåííîé ïàðû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (2.3),(2.4), è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì

èññëåäîâàòü èìåííî ïàðû âèäà (2.3),(2.4).
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Îñòàíîâèìñÿ åùå ðàç íà òåðìèíîëîãèè: êâàçèøòåêêåëåâîé (êâàíòîâîé) ñè-

ñòåìîé ìû íàçûâàåì ïàðó (2.3),(2.4). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷å-

ñêîìó ïðåäåëó ìû ïîëó÷èì êëàññè÷åñêèå êâàçèøòåêêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû,

ïðè÷åì ïðè óñëîâèè Z(x, y) = 0 ýòè ãàìèëüòîíèàíû ïåðåõîäÿò â õîðîøî èç-

âåñòíûå øòåêêåëåâû ãàìèëüòîíèàíû (çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíûå

ïîòåíöèàëû, à çíà÷èò, è ìàãíèòíîå ïîëå, ðàâíû 0).

2.1.2 Ïåðåõîä ê êâàçèøòåêêåëåâûì ãàìèëüòîíèàíàì

Âåðíåìñÿ ê ãàìèëüòîíèàíàì (2.1). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Øðåäèí-

ãåðà

a1(q1, q2) = 1, b1(q1, q2) = 0, c1(q1, q2) = 1.

Ìû óæå ïîëó÷àëè ïàðàìåòðèçàöèþ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä ñòàðøèìè ÷ëåíàìè

ïî èìïóëüñàì â Ðàçäåëå 1.7, îäíàêî ïîâòîðèì åå è â ýòîì Ðàçäåëå äëÿ ÿñíîñòè

èçëîæåíèÿ. Êîììóòèðóÿ ãàìèëüòîíèàíû (2.1) è ñëåäÿ çà óðàâíåíèÿìè ïðè ñòàð-

øèõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷èì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé, ãëàâíûå

êîýôôèöèåíòû K ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå:

a2(q1, q2) = q2
2 + µ2, b2(q1, q2) = −q1q2 + κ, c2 = q2

1 + ν2. (2.9)

Âû÷èñëÿÿ Si, ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå S1(t) = S2(t) = S(t)

S(t) = 4(t− x1)(t− x2), x1 = ν2 − λ2, x2 = λ2 + µ2, κ2 = λ2(µ2 − ν2 + λ2).

(2.10)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ôóíêöèÿ S(t)− êâàäðàòè÷íûé

ïîëèíîì, à ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû K è êîðíè ýòîãî ïîëèíîìà ïàðàìåòðèçîâà-

íû êàê öåëûå ôóíêöèè îò òðåõ ïàðàìåòðîâ λ, µ, ν, çà èñêëþ÷åíèåì êîýôôèöè-

åíòà b2(q1.q2), â êîòîðûé âõîäèò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð κ, êîðíåâûì îáðàçîì

çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ λ, µ, ν.

Äàëüíåéøàÿ ïðîöåäóðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëè-

íîìå S(x) íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ Z(x, y) è ôóíêöèþ

îäíîé ïåðåìåííîé f(x) (â íàøåì ñëó÷àå f1(x) = f2(x) = f(x)), ðåøàÿ ñèñòåìó

(2.5,2.6).

Ïîëüçóÿñü ñõåìîé ïîäðàçäåëà 1.7.2 è ÷àñòè÷íî ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïîëó-

÷àåì óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ g.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðâûå äâà íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

B2∂
4
x(g(x)S(x)) = 0, B3∂

4
x(g(x)S(x)) = 0, (2.11)

ãäå B2, B3− äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîòî-

ðûå çàâèñÿò òîëüêî îò g è åå ïðîèçâîäíûõ, íî íå çàâèñÿò îò S, è â îòëè÷èå îò

êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ 1.7.2 çàâèñÿò îò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

1. ∂4
x(g(x)S(x)) = 0 ⇐⇒ g(x) = P3(x)

S(x) , ãäå P3 - ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì

3-é ñòåïåíè.

2. Îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ B2ψ(x) = 0, B3ψ(x) = 0.

Èñêëþ÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ψ′′′, ψ′′, ψ′, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè

íà ôóíêöèþ g âèäà gV I = F (gV , gIV , g′′′, g′′, g′, g). Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó óðàâíå-

íèþ òåñò Ïåíëåâå, ïîëó÷èì (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãîâ), ÷òî îíî èìååò òîëüêî

èçîëèðîâàííûå ðåøåíèÿ

g(t) = −1

8

z

t
, z = 0, δ, 2δ,±i~, 2δ ± i~, δ ± 1

2
i~

èëè δ = ±7
2~.

Ïî äàííîé ôóíêöèè g = −1
8
z
t ëåãêî âîññòàíîâèòü è ôóíêöèþ

Z(x, y) = (x+ y)(δ − z

2
) + z

√
x
√
y.

Êîíå÷íî, íå âñå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñ äàííûì z ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì (2.6), íî

äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ Z â (2.6), íàéòè f è ïðîâå-

ðèòü âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ (2.6) òî÷íî (áåç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòè ñëó÷àè:

I. Ðåøåíèå ñ äâóìÿ êîðíÿìè S(x) = 4(x− x1)(x− x2)

Z(x, y) = (δ − 1

2
(z1 + z2))(x+ y) +

1

2
zm(x− y)2(x+ y) + zc(x− y)2+

+ z1

√
x− x1

√
y − x1 + z2

√
x− x2

√
y − x2,

f(x) = −4z2
mx

2S(x) + 4zmx
2(z1 + z2 − 2δ)−

− 16zcx
2(2zm(x− x1 − x2) + zc)−

z2
1

4

x1 − x2

x− x1
− z2

2

4

x2 − x1

x− x2
.

(2.12)

II. Ðåøåíèå ñ îäíèì êîðíåì

Z(x, y) = (x+ y)(δ − z

2
) + z

√
x
√
y, S(x) = 4(x− x1)(x− x2) (2.13)
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1. z = 0,

f(x) = f2x
2.

2. z = δ, x1 = 0

f(x) = fm
√
x+

δ2

4x
x2.

3. z = δ, δ = ±i~

f(x) = fm
√
x+ ~2x1x2

2x2
− ~2

4x
(x1 + x2).

4. z = 2δ,

f(x) =
fm
x
− x1x2

4x2
(3~2 + 8δ2).

5. z = 2δ ± i~,
f(x) = −(2δ ± i~)2(

x1x2

2x2
− x1 + x2

4x
).

Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ òåñòà

Ïåíëåâå, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè âûøåïåðå÷èñëåííûõ.

2.1.3 Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà. Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Øðåäèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå

H = π̃2
1 + π̃2

2 + u(q1, q2), (2.14)

ãäå

π̃1 = −i~∂q1 −A1(q1, q2), π̃2 = −i~∂q2 −A2(q1, q2).

Äîïîëíèòåëüíûé ýðìèòîâ èíòåãðàë K, êîììóòèðóþùèé ñ H, èìååò âèä

K = π̃1a2(q1, q2)π̃1 + π̃1b2(q1, q2)π̃2 + π̃2b2(q1, q2)π̃1 + π̃2c2(q1, q2)π̃2+

+w1(q1, q2)π̃1 + π̃1w1(q1, q2) + w2(q1, q2)π̃2 + π̃2w2(q1, q2) + U(q1, q2).
(2.15)

Ýòà ïàðà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ïàðû (2.1), ïåðåïèñàííîé ÷åðåç

îïåðàòîðû ñêîðîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò êâàçèøòåêêåëåâîé ñèñòåìû

(2.3),(2.4) ê ïàðå (2.14),(2.15), íåîáõîäèìî îáðàòèòü ïðîèçâîäíûå è ñäåëàòü çà-

ìåíó ïåðåìåííûõ. Â ÿâíîì âèäå ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂x
= −W

1
x

J
(Φ2

q2

∂

∂q1
− Φ2

q1

∂

∂q2
),

∂

∂y
=

Φ2
y

J
(Φ1

q2

∂

∂q1
− Φ1

q1

∂

∂q2
) (2.16)
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∂

∂s1
=

∂

∂x
|x=s1,y=s2,

∂

∂s1
=

∂

∂y
|x=s1,y=s2,

ãäå J = Φ1
q1

Φ2
q2
− Φ1

q2
Φ2
q1
, ïðè ýòîì Φ1 = Φ(q1, q2, x), Φ2 = Φ(q1, q2, y), à íèæíèå

èíäåêñû îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðèçàöèþ (2.9) è ââåäÿ ýëå-

ìåíò Q, ìîæíî çàïèñàòü êîðíè s1, s2 óðàâíåíèÿ (2.2) â âèäå

s1,2 =
1

2
(q2

1 + q2
2 + µ2 + ν2 ±Q),

äåëàÿ çàìåíó Q→ Q(q1, q2), ãäå

Q(q1, q2) = (q4
2 + 2q2

2µ
2 + 2q2

1q
2
2 − 2q2

2ν
2 + µ4 − 2µ2q2

1 + 2µ2ν2+

+q4
1 + 2q2

1ν
2 + ν4 − 8q1q2µν)

1
2 ,

ïîñëå óïðîùåíèé. Íàïðèìåð, çàìåíó ïðîèçâîäíûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂s1
= −1

4

2q1κ+ q2ν
2 − q2

1q2 − q3
2 − q2µ

2 + q2Q

q1q2µ2 − q1q2ν2 − q2
1κ+ q2

2κ

∂

∂q1
+

+
1

4

2q2κ+ µ2q1 − q1q
2
2 − q3

1 − ν2q1 + q1Q

q1q2µ2 − q1q2ν2 − q2
1κ+ q2

2κ

∂

∂q2
+

∂

∂Q
,

∂

∂s2
=

1

4

q2
1q2 − 2q1κ− q2ν

2 + q3
2 + q2µ

2 + q2Q

q1q2µ2 − q1q2ν2 − q2
1κ+ q2

2κ

∂

∂q1
−

−1

4

q1q
2
2 − 2q2κ− µ2q1 + q3

1 + ν2q1 + q1Q

q1q2µ2 − q1q2ν2 − q2
1κ+ q2

2κ

∂

∂q2
− ∂

∂Q
.

Äàëüíåéøàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òåõíè÷åñêîé è çàêëþ÷àåòñÿ â çà-

ìåíå ïðîèçâîäíûõ, îêîí÷àòåëüíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ (s1, s2) → (q1, q2) â ïàðå

(2.3),(2.4), ïðèâîäÿ ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (2.14),(2.15).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âñå äâóìåðíûå óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà (íåâûðîæäåíûå â ñìûñëå ï.1), îäíàêî ïîëó÷àþùèåñÿ âûðà-

æåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêè, ïîýòîìó â äàííîì Ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ëèøü

íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïîïûòêà íàéòè âñå ïàðû âèäà (2.1), íåïîñðåäñòâåííî êîììóòèðóÿ èõ, ïðè-

âîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòàõ a1 = 1, b1 = 0, c1 =

1 (óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà) ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû äîïîë-

íèòåëüíîãî èíòåãðàëà K (2.9). Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû H,K îïðåäåëÿþòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûå íå ðå-

øàþòñÿ â îáùåì âèäå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè âñå êîììóòèðóþùèå ïàðû
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êâàçèøòåêêåëåâûõ ñèñòåì (2.3),(2.4) è ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ (s1, s2) →
(q1, q2), ïîëó÷àÿ ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà â ýëåêòðîìàã-

íèòíîì ïîëå ñ äîïîëíèòåëüíûì (êâàäðàòè÷íûì) èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Îñòàþòñÿ âîïðîñû î ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ

â îáùåì ñëó÷àå. Âîçìîæíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøàòü êâàçèøòåêêåëå-

âû êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ Hψ = λψ, Kψ = µψ, à çàòåì ïðîâîäèòü çàìåíó

ïåðåìåííûõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî øòåêêåëåâû êâàíòîâûå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò

ïðîñòî íàéòè ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è ïðîèíòåãðèðîâàòü èõ. Â îáùåì (êâà-

çèøòåêåëåâîì) âèäå ìîæåò ïîìî÷ü êâàçèêëàññè÷åñêîå ðàçëîæåíèå.

Îäíàêî, â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ïðèìåíÿÿ ðåäóêöèþ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî ïðî-

èíòåãðèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ïðèâåäåì äâà òàêèõ

ïðèìåðà.

à) Â ñëó÷àå ïàðàìåòðèçàöèè µ, ν, à λ = 0 âû÷èñëåíèÿ äàþò, ÷òî ñèñòåìû

II 1-5 ïðèâîäÿò ê òðèâèàëüíûì ñèñòåìàì ñ óæå ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè è

ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðèìåð I ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì

÷èñëîì ïàðàìåòðîâ - åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå - z2 = 0.

Z(x, y) = −i δ(1

2
(x+ y) +

√
x
√
y) + (x− y)2(

1

2
qm(x+ y) + qc),

S(x) = 4x(x− (µ2 + ν2)),
(2.17)

f(x) = 16q2
mx

3(x−µ2−ν2)+4qmx
2δ+16qcx

2(2qm(x−µ2−ν2)+qc)−
1

4
(µ2 +ν2)

δ2

x
,

òîãäà

A1(x, y) = −1

2
qm(ν2y − 2xνµ+ 3yµ2 + 3x2y + 3y3)− 2qcy,

A2(x, y) =
1

2
qm(3ν2x+ 3x3 + µ2x− 2µνy + 3y2x) + 2qcx,

B(x, y) = 2qm(3(x2 + y2) + µ2 + ν2) + 4qc

u(x, y) = 2(−q2
m(y2 + µ2 + x2 + ν2)− 2qmqc)(ν

2 + µ2 − 2µx+ x2 − 2yν + y2)×

×(ν2 + µ2 + 2µx+ x2 + 2yν + y2)− qmδ(−2µ2 − 2ν2 + 2x2 + 2y2 + 4yν + 4µx),

v1(x, y) = −1

2
qm(3µ4y − 4µ3νx+ 2µ2ν2y + 2µ2x2y + 6µ2y3 − 4µν3x− 4µνx3−

−12µνxy2 − ν4y + 2ν2x2y − 2ν2y3 + 3x4y + 6x2y3 + 3y5)−

−2qc(yµ
2 − 2xνµ− ν2y + x2y + y3)− 1

2
δ(y + ν),
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v2(x, y) = −1

2
qm(µ4x+ 4µ3νy − 2µ2ν2x+ 2µ2x3 − 2µ2xy2 + 4µν3y+

+12µνx2y + 4µνy3 − 3ν4x− 6ν2x3 − 2ν2xy2 − 3x5 − 6x3y2 − 3xy4)−

−2qc(µ
2x+ 2µνy − ν2x− x3 − y2x) +

1

2
(x+ µ)δ,

U(x, y) = (
1

4
q2
m(ν4 + 10x2ν2 + 6y2ν2 + 2µ2ν2− 8νxyµ+ 9x4 + 9y4 + µ4 + 18x2y2+

+10y2µ2+6µ2x2)+4q2
c +2qcqm(ν2+µ2+3(x2+y2)))(ν2+µ2−2µx+x2−2yν+y2)×

×(ν2 + µ2 + 2µx+ x2 + 2yν + y2)− 1

2
qmδ(ν

2 + µ2 + 2µx− 3x2 + 2yν − 3y2)×

×(ν2 + µ2 + 2µx+ x2 + 2yν + y2)− qcδ(−2y2 − 2x2 − 4yν − 4µx+ 2µ2 + 2ν2).

á) Â ñëó÷àå ïîëíîé λ, µ, ν ïàðàìåòðèçàöèè íàèáîëåå êîìïàêòíûì ÿâëÿåò-

ñÿ ÷èñòî êîðíåâîé ñëó÷àé - ïðèâåäåì åãî çäåñü â ïàðàìåòðèçàöèè ñ âåùåñòâåí-

íîé ñòðóêòóðîé. Ìû ïðèâîäèì ñíà÷àëà âûáðàííûå ôóíêöèè êâàçèøòåêêåëåâûõ

ãàìèëüòàíèàíîâ, çàòåì âûïèñûâàåì âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ Øðå-

äèíãåðà è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà (â ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ - âåêòîðíûé

è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë, ìàãíèòíîå ïîëå è ïàðàìåòðû äîïîëíèòåëüíîãî èíòå-

ãðàëà):

Z(x, y) = 2iδ
√
x
√
y, f(t) = −α3~2 − 8δ2

4t2
+
fm − 2δ2(µ2 + ν2)

t
,

S(t) = 4(t− x1)(t− x2),

(2.18)

A1(x, y) = −δRyG−GyR

G2 − 4R2
, A2(x, y) = δ

RxG−GxR

G2 − 4R2
, B(x, y) = δ

α

R3
,

u(x, y) = − fm
2R2

+
3

4
~2α

G

R4
,

w1(x, y) = δRy, w2(x, y) = −δRx,

U(x, y) = −fm
G

2R2
+

3

4
~2 α

R2
+

3

4
~2α

G2

R4
,

(2.19)

ãäå

α = x1x2 = µ2ν2− κ2, R =
√
µ2x2 + ν2y2 + 2κxy + α, G = x2 + y2 + µ2 + ν2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàññìîòðåííûå ïðèìåðó ê âèäó óðàâíåíèÿØðå-

äèíãåðà ñî âñåìè ðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè, íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþùèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ:

HS =
H

2m
, uS =

u

2m
, Ax =

c

e
A1, Ay =

c

e
A2, (2.20)
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ãäå HS - îïåðàòîð Øðåäèíãåðà, à uS - ïîòåíöèàë.

Ïðèìåðû îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà, èìåþùèå äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë,

êâàäðàòè÷íûé ïî èìïóëüñàì, ïðèâåäåííûõ âûøå, íå èíòåãðèðóåìû ïðè ïðîèç-

âîëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè, ïîýòîìó ðåäóöèðóåì ÷èñëî ïàðà-

ìåòðîâ:

Â ñëó÷àå à) ïîëîæèì

µ = 0, ν = 0, κ = 0, qm =
~
a4
, δ = k ~, qc =

~
4a2

ε, E =
~2

2ma2
λ.

Â ñëó÷àå á) ïîëîæèì

µ = a, ν = a, κ = 0, fm =
1

2
~2a2(3 + ε), δ = k ~, E = − ~2

2ma2
χ2,

ãäå a - ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè äëèíû, à ïàðàìåòðû k, ε, λ χ, - áåçðàçìåðíû,

ïðè÷åì, êàê áóäåò ïîêàçàíî, k - öåëîå ÷èñëî.

Ìû ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ âåêòîðíûõ ïîòåíöèàëîâ è ïîòåíöèàëîâ â

ñëåäóþùåì Ðàçäåëå, ãäå ïðèìåðû ñ ðåäóöèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè áóäóò ïðî-

èíòåãðèðîâàíû. Îòìåòèì, ÷òî óïðîùåííûé ïðèìåð à) ñîîòâåòñòâóåò Ïðèìåðó

1 ñëåäóþùåãî Ðàçäåëà, à ðåäóöèðîâàííûé ïðèìåð á) - ïðèìåðó 2. Êðîìå òîãî,

ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ S ó ãàìèëüòîíèàíà è ïîòåíöèàëà.

2.2 Äâà íîâûõ ïðèìåðà äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ

Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì

Â ýòîì Ðàçäåëå áóäóò ïðîèíòåãðèðîâàíû äâà àíîíñèðîâàííûõ ðàíåå ïðèìåðà

äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì

êîîðäèíàòàì â ñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâêå, ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé áóäóò ïî-

ñòðîåíû ÷åðåç áèêîíôëþýíòíóþ (HeunB) è êîíôëþýíòíóþ (HeunB) ôóíêöèè

Ãîéíà [55]. Áóäóò âûâåäåíû ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ äëÿ ýòèõ ñèñòåì, èññëåäîâàí

äèñêðåòíûé ñïåêòð.

Çàäà÷à ïîèñêà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà èìååò äîë-

ãóþ èñòîðèþ. ×èñëî òàêèõ ïðèìåðîâ íå ñëèøêîì âåëèêî, íàèáîëåå èçâåñòíûå

ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â èçâåñòíîì êóðñå Ëàíäàó è Ëèôøèöà [78], èñòîðè÷åñêè

îíè ïîÿâèëèñü â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ ñàìîãî Øðåäèíãåðà [133]�[135], ñèñòåìà-

òèçèðîâàíû â çíàìåíèòîé ðàáîòå Èíôåëüäà è Õóëëà [61].
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êóðñå [78] ïðèâåäåíû òîëüêî ïðèìåðû òî÷íî ðå-

øàåìûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Êëàññ òàêèõ çàäà÷ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî

äèñêðåòíûé ñïåêòð â ýòèõ çàäà÷àõ ìîæåò áûòü íàéäåí àíàëèòè÷åñêè, à âîëíî-

âûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �ïðîñòûå� ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè (îðòîãîíàëü-

íûå ïîëèíîìû), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû äëÿ ëþáîãî íîìåðà äèñêðåòíîãî

ñïåêòðà (ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà) ðåêóððåíòíî. Íîâûå ïðåäñòàâèòåëè ýòîãî

êëàññà óæå äàâíî íå ïîÿâëÿþòñÿ.

Ïðèìåðíî â 1980 ãîäàõ íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû áî-

ëåå øèðîêîãî êëàññà, òàê íàçûâàåìûå �ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûå� çàäà÷è êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè, èëè èíà÷å �ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûå� ïîòåíöèàëû, ïîñêîëüêó

èññëåäîâàëèñü îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì. Ñëîâî �ïî-

÷òè� îçíà÷àåò, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ìîæåò áûòü íàéäåí êàê êîðíè íåêîòî-

ðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðåøàþòñÿ

÷åðåç ôóíêöèè Ãîéíà è åãî ðåäóêöèé, à óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè ôóíêöèé

Ãîéíà, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ êâàäðàòè÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè âîëíîâûõ ôóíêöèé

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå - çàäà÷ó íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû n + 1 × n + 1, ãäå n - ñòåïåíü

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìà (ïîäðîáíåå ñì. íèæå). Ñðåäè íåäàâíèõ ðàáîò ñëå-

äóåò îòìåòèòü [63],[154],[156],[140]. ×òî êàñàåòñÿ �ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûõ� óðàâ-

íåíèé Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, òî íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, òàêèõ

ïðèìåðîâ äî ñèõ ïîð íå áûëî.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà óïîìÿíóòûõ âûøå ôóíêöèé HeunB

è HeunC, îñîáåííî óïîìÿíóòûå âûøå óñëîâèÿ ïîëèíîìèàëüíîñòè ýòèõ ôóíêöèé.

Ýòè ñâîéñòâà õîðîøî èçâåñòíû, îïóáëèêîâàíû â ðÿäå ðàáîò [126],[14],[33],[34] íî,

äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, ìû ïðèâåäåì èõ â êîíöå ýòîãî ïîäðàçäåëà.

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ñîäåðæèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ óðàâ-

íåíèé Øðåäèíãåðà, îáëàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì, êâàäðàòè÷íûì

èëè ëèíåéíûì ïî îïåðàòîðàì èìïóëüñà. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, ìîæíî

ïîëó÷èòü íîâûå ïðèìåðû òàêèõ óðàâíåíèé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ êâà-

çèøòåêêåëåâîé ñèñòåìû (â ïåðåìåííûõ Êîâàëåâñêîé) è ïðåîáðàçîâàòü åãî â

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ). Âàæíî åùå ðàç îòìåòèòü,

÷òî îäíà èç ôóíêöèé êâàçèøòåêêåëåâîé ñèñòåìû, à èìåííî S(x), äîëæíà áûòü

ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè.

Îäíàêî ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå òåõ ðåøåíèé,

êîòîðûå èíòåðåñíû ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, à èìåííî äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ
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Øðåäèíãåðà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ïîñêîëüêó èçíà÷àëüíî èìååòñÿ áîëü-

øîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â êëàññèôèêàöèîííîé ñõåìå. Ýòà ðàáîòà äëÿ áëèæàéøåãî

áóäóùåãî, îäíàêî åäâà ëè ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà áûñòðûå ðåçóëüòàòû, ïîñêîëüêó

âû÷èñëåíèÿ ñ ïîëíûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ òðåáóåò áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé

ìîùíîñòè.

Êðîìå òîãî, çà÷àñòóþ â ïîëó÷åííûõ ïðèìåðàõ ëèáî íåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ

(êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî àííóëèðîâàòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë),

ëèáî îíè íåèíòåãðèðóåìû, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà,

äàæå åñëè åñòü ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (ïîäðîáíåå ñì.íèæå).

Çäåñü è äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ñèñòåìû, îáëàäàþùèå äèñêðåòíûì ñïåê-

òðîì. Çàäà÷åé áóäåò ÿâëÿòüñÿ òîëüêî íàõîæäåíèå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé.

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî äâà íîâûõ ñëó÷àÿ èíòåãðè-

ðóåìîãî (�ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìîãî�) äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ñ ýëåê-

òðîìàãíèòíûì ïîëåì è ñ ðåäóöèðîâàííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïîëíîé êëàññèôèêàöèåé êâàçèøòåêêåëåâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

è ñîîòâåòñòâóþùèì ïîëèíîìîì S(x).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Øðåäèíãåðà â îáû÷íîé ôîðìå

Ĥ =
1

2m

(
−i~~∇− e

c
~A
)2

+ u(r, φ), Ĥψ = Eψ, (2.21)

ãäå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A è ïîòåíöèàë u äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ áóäóò âûïèñàíû

íèæå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îíè áóäóò çàâèñåòü îò òðåõ ïàðàìåòðîâ: ïàðàìåòðà

ðàçìåðíîñòè äëèíû a, áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ε è k, ïðè÷åì, êàê áóäåò ïîêà-

çàíî, ïàðàìåòð k äîëæåí áûòü öåëûì ÷èñëîì, åñëè ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíûé

ñïåêòð, à èìåííî òàêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íàì ïðåäñòàâëÿþòñÿ

îñîáî èíòåðåñíûìè.

2.2.1 Ïðèìåð 1. Îòòàëêèâàþùèé ïîòåíöèàë

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì è ïîòåíöèàëîì, êîòîðûå îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

Aφ =
c~

2e a2
r

(
ε+ 3

r2

a2

)
, Ar = 0, u = − ~2

2ma2

(
2
r6

a6
+ ε

r4

a4
+ 2k

r2

a2

)
, (2.22)
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ýíåðãèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðèçóåòñÿ òàê:

E =
~2

2ma2
λ. (2.23)

Âû÷èñëèì ìàãíèòíîå ïîëå

B =
c~
ea2

(ε+ 6
r2

a2
).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò óñòðàøàþùå, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë

â ôîðìóëå (2.22) ñèëüíî îòòàëêèâàþùèé, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âêëàä îò

âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà óñòðàíèò ýòî îòòàëêèâàíèå, è ýôôåêòèâíî âîçíèêàåò

çàäà÷à ñ ïðèòÿæåíèåì è âîçìîæíîñòüþ îáëàäàòü äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå åñòü äâà ïîäñëó÷àÿ:

1. Ïîäñòàâèì â (2.21) âîëíîâóþ ôóíêöèþ âèäà

ψ = e−
r4

8a4 e−ε
r2

4a2 rleilφw(r), (2.24)

ãäå l ≥ 0. Óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ w(r) ðåøàåòñÿ ÷åðåç áèêîíôëþýíòíóþ ôóíê-

öèþ Ãîéíà

w(r) = HeunB(l, ε, 3l + 2k,−εl − λ, r
2

2a2
) (2.25)

ñ ïàðàìåòðàìè α = l, β = ε, γ = 3l + 2k, δ = −lε − λ (ñì. 2.2.3), â òî âðåìÿ

êàê âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå íåðåãóëÿðíî â òî÷êå r = 0. Ñâîéñòâî

ðåãóëÿðíîñòè HeunB ôóíêöèè (2.25) âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òðåáóåò åå

ïîëèíîìèàëüíîñòè (ñì. [126] è ññûëêè ýòîé ðàáîòû). Óñëîâèÿ ïîëèíîìèàëüíîñòè

äàíû â 2.2.3.

Óñëîâèå (2.43) â ýòîì ñëó÷àå - ýòî l+k = n+1. Òàêèì îáðàçîì, k ≤ n+1.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå det(An+1) - ïîëèíîì îò λ ñòåïåíè n + 1, óñëîâèå

det(An+1) = 0 îïðåäåëÿåò n+1 çíà÷åíèé λi (i = 1, 2, ..., n+1) è, òàêèì îáðàçîì,

n+ 1 óðîâíåé ýíåðãèè Ei ïî ôîðìóëå (2.23).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ïîä-

ñòàâëÿåì λ = λi â ìàòðèöó An+1, âû÷èñëÿåì n + 1 ñîáñòâåííûõ âåêòîðà ~pi =

(pi0, p
i
1, ..p

i
n) ýòîé ìàòðèöû è ïîëó÷àåì ïîëèíîìû wi(r) = P i

n(
r2

2a2 ), ãäå P
i
n =

n∑
j=0

pijz
j. Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿåì ôóíêöèè wi(r) â ôîðìóëó (2.24) è ïîëó÷àåì n+1

âîëíîâûõ ôóíêöèé ψi.

Íà äàííûé ìîìåíò îïèñàíû êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè n (èëè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè l = n + 1 − k). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
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îïèñàòü ïîëíóþ êàðòèíó, íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü ïàðàìåòð ãàìèëüòîíèàíà

k, ðàññìîòðåòü âñå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå l, èëè n = k − 1, k, k + 1, k + 2, ... è

ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íûé íàáîð �áëîêîâ,� êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò n+1 óðîâ-

íåé ýíåðãèè è âîëíîâûõ ôóíêöèé äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ n ≥ k−1.

Îòìåòèì, ÷òî i - ýòî �âíóòðåííèé èíäåêñ� äëÿ êàæäîãî n.

Î÷åíü âàæíî, ÷òî òîëüêî âåùåñòâåííûå êîðíè λ óðàâíåíèÿ (2.44) â ýòîì

ïðèìåðå îòíîñÿòñÿ ê äèñêðåòíîìó ñïåêòðó, òàê æå êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâ-

íè ýíåðãèè E è âîëíîâûå ôóíêöèè ψ. Îäíàêî, òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìîæ-

íî ïðèâåñòè ê ñèììåòðè÷íîé ïðè óñëîâèè bjcj > 0, j = 0, 1, ..n− 1, è â ïåðâîì,

è âî âòîðîì ïîäñëó÷àå (ñì. íèæå) ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó îïðå-

äåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bj, cj è óñëîâèé, ñâÿçûâàþùèõ öåëûå ÷èñëà n è k,

ïîýòîìó, ïðè ïîñòàâëåííûõ óñëîâèÿõ âñå êîðíè λ � âåùåñòâåííûå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëàñü äîâîëüíî ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ ñî-

ñòîÿíèé, ÷òî íåòèïè÷íî äëÿ èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îòìå-

òèì, ÷òî ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà áóäåò ïîëó÷åíà âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ

ýòîãî ðàçäåëà.

Âñå âîëíîâûå ôóíêöèè (2.24) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèëüíî ëîêàëè-

çîâàíû íà ìàñøòàáå äëèíû a ñ êâàäðàòè÷íûì ïî r ìàãíèòíûì ïîëåì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äèàãîíàëè ìàòðèöû An+1 (2.42) â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

aj = λ− ε(2j + 1), j = 0, 1, ..., n, (2.26)

bj = 2(j(j + n− k + 3) + n− k + 2), j = 0, 1, ..., n− 1,

cj = 4(n− j), j = 0, 1, ..., n− 1.

2. Äðóãîé âîçìîæíûé âûáîð âîëíîâîé ôóíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå èìååò âèä:

ψ = e−
r4

8a4 e−ε
r2

4a2 rle−ilφw(r), (2.27)

ãäå l ≥ 0, êàê è ðàíåå. Òàêîé âûáîð ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè

ðåøåíèÿ ôóíêöèè W (r) :

w(r) = HeunB(l, ε,−3l + 2k, εl − λ, r
2

2a2
). (2.28)

Òàêèì îáðàçîì, α = l, β = ε, γ = −3l + 2k, δ = −εl − λ. Óñëîâèå (2.43) â

ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä −2l + k = n + 1. Òîãäà k ≥ n + 1, ïàðàìåòð ãàìèëüòî-

íèàíà k äîëæåí áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, âûðàæåíèå k− n− 1 äîëæíî áûòü

íåîòðèöàòåëüíûì ÷åòíûì ÷èñëîì.
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Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ âûãëÿäèò êâàíòîâàÿ ñòðóêòóðà è â ýòîì ñëó-

÷àå, çà èñêëþ÷åíèåì äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ n : n ≥ 0, n = k−1, k−3, k−5, ...

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî âåùåñòâåííûå λ, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Äèàãîíàëè ìàòðèöû An+1 (2.42) â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:

aj = λ− ε(k − n+ 2j), j = 0, 1, ..., n, (2.29)

bj = j(2j − n+ k + 3)− n+ k + 1, j = 0, 1, ..., n− 1,

cj = 4(n− j), j = 0, 1, ..., n− 1.

2.2.2 Ïðèìåð 2. Íåðàöèîíàëüíûé ñëó÷àé

Ýòîò ïðèìåð îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè âåêòîðíûìè ïîòåíöèàëàìè è ïîòåíöè-

àëàìè:

Aφ = −c~
e
k

a

r
√
r2 + a2

, Ar = 0, u =
~2

8ma2

(
3a4

(r2 + a2)2
− ε a2

r2 + a2

)
. (2.30)

Ýíåðãèÿ ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

E = − ~2

2ma2
χ2. (2.31)

Ìàãíèòíîå ïîëå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

B = k
c~
e

a

(r2 + a2)
3
2

.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç âñþ ïëîñêîñòü ðàâåí Φ = k 2π~c
e ,

ò.å ÷åòíîìó ÷èñëó êâàíòîâ ïîòîêà.

Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

t =
1

2a
(a+

√
r2 + a2), (2.32)

ðåøàåì óðàâíåíèå (2.21) ñ ïîòåíöèàëàìè (2.30), ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì äâà ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåãóëÿðíûìè, íî íå îäíîâðåìåííî,

èç-çà òîãî, ÷òî óñëîâèå (2.50) ðàçëè÷íî â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ. Ðàññìîòðèì ýòè

ðåøåíèÿ îòäåëüíî.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ:

ψ = eilφ(2t− 1)
1
2 t

k−l
2 (t− 1)

k+l
2 e2χt×

× HeunC(4χ,−l + k, k + l, 0,
1

2
(k2 − l2) +

1

4
(ε+ 1)− χ2, t).

(2.33)

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî k + l äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì, ïîñêîëüêó

ðåøåíèå äîëæíî áûòü ðåãóëÿðíî â òî÷êå t = 1 (r = 0). Óñëîâèå (2.50) â ýòîì

ñëó÷àå èìååò âèä n + k + 1 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð ãàìèëüòîíèàíà

k äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì. Ïîäñòàâèì ïàðàìåòðû ôóíêöèè

HeunC, à òàêæå íåîáõîäèìîå óñëîâèå n = −k − 1 â ôîðìóëó (2.49), ïîëó÷àåì

äèàãîíàëè ìàòðèöû An+1 :

aj = χ(χ+2(2j−n−l))+l2−n2−n−j(j−2n−1)−1

4
(1+ε), j = 0, 1, ..., n, (2.34)

bj = (j + 1)(j − n− l), j = 0, 1, ..., n− 1,

cj = 4(n− j)χ, j = 0, 1, ..., n− 1.

Âåëè÷èíû det(An+1) - ýòî ïîëèíîìû îò χ ñòåïåíè 2(n+ 1), òîãäà óñëîâèå

det(An+1) = 0 îïðåäåëÿåò 2(n + 1) êîðíÿ χ. Íóæíî âûáèðàòü òîëüêî îòðèöà-

òåëüíûå êîðíè, äëÿ òîãî ÷òîáû âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áûëà áû êâàäðàòè÷íî èí-

òåãðèðóåìà (ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàëà ñ ðàññòîÿíèåì). Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî

êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè χ îòíîñÿòñÿ ê äèñêðåòíîìó

ñïåêòðó.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íûé íàáîð ìàòðèö An+1 îäèíàêîâîãî

ðàçìåðà n+ 1 = −k ñî ñëåäóþùèìè äîïóñòèìûìè âåëè÷èíàìè l :

l = −k, 1− k, 2− k, ...

Ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ

ôóíêöèé àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó çà èñêëþ÷åíèåì ïàðàìåòðèçàöèè

ýíåðãèè, êîòîðûå â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.31).

Ìàñøòàá èçìåíåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ðàâåí a
|χ| è ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-

íûì a priori.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå:

ψ = eilφ(2t− 1)
1
2 t

l−k
2 (t− 1)

k+l
2 e2χt×

× HeunC(4χ, l − k, k + l, 0,
1

2
(k2 − l2) +

1

4
(ε+ 1)− χ2, t).

(2.35)
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Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî k + l äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì, ïî-

ñêîëüêó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ðåãóëÿðíîé â òî÷êå t = 1 (r = 0), êàê

è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Óñëîâèå (2.50) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä n + l + 1 = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî l äîëæíî áûòü îòðèöàòåëüíûì öåëûì, à çíà÷èò, ïà-

ðàìåòð ãàìèëüòîíèàíà k äîëæåí áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Ïîäñòàâèì ïàðà-

ìåòðû ôóíêöèè HeunC è íåîáõîäèìîå óñëîâèå l = −n − 1 â (2.49), ïîëó÷àåì

äèàãîíàëè ìàòðèöû An+1 :

aj = χ(χ+2(2j−k−n))−j(j−2n−1)+n+
1

4
(3−ε), bj = (j+1)(j−n−k), (2.36)

cj = 4(n− j)χ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì êîíå÷íûé íàáîð ìàòðèö An+1 ñ äîïóñòèìûìè

çíà÷åíèÿìè n :

n ≥ 0, n = k − 1, k − 2, ..., 0.

Ýíåðãèÿ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.31), à âñå îñòàëüíîå -

êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

È â ýòîì ñëó÷àå âûáèðàþòñÿ òîëüêî îòðèöàòåëüíûå êîðíè χ, ñîîòâåòñòâó-

þùèå äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè è âîëíîâûå ôóíêöèè ìî-

ãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ÷èñëåííî.

Îäíàêî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü äèñêðåòíûé ñïåêòð â êâàçèêëàññè-

÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ñì. [56] è öèòèðîâàíèÿ òàì). Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì

îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

2.2.3 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé HeunB è HeunC

Ôóíêöèÿ HeunB

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

y′′(z) +

(
−2z − β +

1 + α

z

)
y′(z)+

+

(
γ − α− 2− 1

2z
((1 + α)β + δ)

)
y(z) = 0.

(2.37)

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

y(z) = C1 HeunB(α, β, γ, δ, z) + C2 HeunB(−α, β, γ, δ, z)z−α. (2.38)
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Ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëèíîìèàëüíîñòè ôóíêöèé

HeunB(α, β, γ, δ, z). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ýòî â íàèáîëåå óäîáíîé ôîðìå,

îáîçíà÷èì

HeunB(α, β, γ, δ, z) = Pn(z) =
n∑
j=0

pjz
j, (2.39)

ïîäñòàâëÿÿ (2.39) â (2.37) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà

êîýôôèöèåíòû pj :

RB(j) = cj−1pj−1 + ajpj + bjpj+1 = 0, (2.40)

ãäå

aj = −(δ+β(2j+α+1)), bj = 2(j(j+α+2)+α+1), cj = 2(γ−α−2j−2). (2.41)

Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû pj ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè p−1 = 0, p0 = 1. Òîãäà

óñëîâèå bn+1 = 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äåòåðìèíàíò ñëåäóþùåé òðåõäèàãî-

íàëüíîé ìàòðèöû

An+1 =



a0 b0 0 · · · 0

c0 a1 b1 · · · 0

0 c1 a2 · · · ...
... ... ... . . . bn−1

0 0 · · · cn−1 an


(2.42)

ðàâåí íóëþ.

Âòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîä-

ñòàâèì âûðàæåíèå y(z) = zn â óðàâíåíèå (2.37), âû÷èñëèì ÷èñëèòåëü (ïîëèíîì)

ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. Ñòàðøèé ÷ëåí ýòîãî ïîëèíîìà îáíóëÿåòñÿ ïðè óñëî-

âèè γ − α = 2(n + 1). Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà An+1 âûðîæäåíà, òîãäà

bn+1 = 0, bn+2 = 0

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ HeunB(α, β, γ, δ, z) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Pn(z)

ñòåïåíè n òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

γ − α = 2(n+ 1), (2.43)

det(An+1) = 0. (2.44)
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Ôóíêöèÿ HeunC

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

y′′(z) +

(
α +

β + 1

z
+
γ + 1

z − 1

)
y′(z) +

(
µ

z
+

ν

z − 1

)
y(z) = 0, (2.45)

ãäå µ = 1
2(α− β − γ + αβ − γβ)− η, ν = 1

2(α + β + γ + γα + γβ) + δ + η.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

y(z) = C1 HeunC(α, β, γ, δ, η, z) + C2 HeunC(α,−β, γ, δ, η, z)z−β. (2.46)

Ïóñòü ôóíêöèÿ HeunC(α, β, γ, δ, z) = Pn(z) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè

n :

Pn(z) =
n∑
j=0

pjz
j, (2.47)

òîãäà (àíàëîãè÷íî ôóíêöèè HeunB) ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñî-

îòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû pj :

RC(j) = cj−1pj−1 + ajpj + bjpj+1 = 0, (2.48)

ãäå

aj = µ− j(j − α + β + γ + 1), bj = (j + 1)(j + β + 1), (2.49)

cj = (n− j)α.

Äàëüíåéøàÿ ïðîöåäóðà (àíàëîãè÷íàÿ ïîëó÷åíèþ óñëîâèþ ïîëèíîìèàëüíîñòè

ôóíêöèè HeunB) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ôóíêöèÿ HeunC(α, β, γ, δ, z) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Pn(z)

ñòåïåíè n òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

δ = −(n+ 1 +
1

2
(β + γ))α, (2.50)

det(An+1) = 0. (2.51)

2.2.4 Îáñóæäåíèå

Â ýòîì Ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû äâà àáñîëþòíî ðàçíûõ �ïî÷òè òî÷íî ðåøàå-

ìûõ� ïðèìåðà äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
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Îáà ïðèìåðà îáëàäàþò áîãàòîé è äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Ýòè ïðèìåðû áûëè ïðîèíòåãðèðîâàíû â òåð-

ìèíàõ ôóíêöèé HeunB è HeunC.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå Áåðóáå è Âèíòåðíèöà [16] áûëè ïðîêëàñ-

ñèôèöèðîâàíû äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ Øðåäèíåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, îáëàäà-

þùèå ñâîéñòâîì ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòè. Ýòè ïðèìåðû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿ-

þòñÿ íè òî÷íî ðåøàåìûìè íè �ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûìè� a priori, îäíàêî, îäèí

èç ñëó÷àåâ, êîòîðûé íå èíòåãðèðóåòñÿ ïðè ïîëíîì íàáîðå êîíñòàíò, ïðè îáíó-

ëåíèè ÷ëåíà, çàâèñÿùåãî îò ïîëÿðíîãî óãëà, ïåðåõîäèò â ðàññìîòðåííûé ðàíåå

Ïðèìåð 1.

Ïî-âèäèìîìó, ôóíêöèè Ãîéíà è ÷åòûðå èõ ðåäóêöèè (íàïðèìåð, HeunB

è HeunC) áóäóò îñíîâíûìè ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè XXI âåêà, â òåðìèíàõ

êîòîðûõ áóäóò ïðîèíòåãðèðîâàíû êàê ìíîãèå çàäà÷è êâàíòîâîé ìåõàíèêè, òàê

è çàäà÷è â äðóãèõ âàæíåéøèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Êàê óæå ïîÿñíÿëîñü, èç-çà ñâîéñòâ ýòèõ ôóíêöèé áîëüøèíñòâî íîâûõ ðå-

çóëüòàòîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ÷èñëåííî.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî â êâàíòîâîì

ñëó÷àå îòñóòñòâóåò (â îáùåì ñëó÷àå) èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ, ò.å. íà-

ëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà â äâóìåðíîì ñëó÷àå íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,

÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷àþùèåñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Áîëåå

òîãî, äàæå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ýòî â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé, íî â òîæå âðåìÿ ïîêàçàòåëüíûé ïðèìåð, êîòîðûé ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðèìåðîâ, ðàññìîòðåííûõ â ýòîì Ðàçäåëå:

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì è ïî-

òåíöèàëîì

Ĥ =
1

2m

(
−i~~∇− e

c
~A
)2

+ u(ρ, φ), Ĥψ = Eψ. (2.52)

Ðàññìîòðèì ýòî óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (x, y) = (ρ cosφ, ρ sinφ)

ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

Ar = 0, Aφ(ρ, φ) = a(ρ), u(ρ, φ) = b(ρ).

Òîãäà ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî

B(ρ) =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAφ).
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Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

K̂ = K̂1 = xp̂y − yp̂x = −i~ ∂
∂φ
, or K̂ = K̂2

1 = −~2 ∂
2

∂φ2
,

òîãäà

[Ĥ, K̂] = 0

äëÿ ëþáûõ (!) ôóíêöèé a(ρ), b(ρ).

Ïîäñòàâëÿÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå ψ(ρ, φ) = eilφw(ρ) â óðàâíåíèå

(2.21), ïîëó÷èì ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèþ w(ρ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èí-

òåãðèðóåìûì òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé a(ρ), b(ρ).

Â ýòîé Ãëàâå áûëè ðàññìîòðåíû êâàíòîâûå êâàçèøòåêêåëåâû ãàìèëüòîíè-

àíû. Êàíîíè÷åñêèé âèä ýòèõ ãàìèëüòîíèàíîâ áûë âûáðàí â ýðìèòîâîé ôîðìå,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì. Áûëè ïîëó÷åíû äâà íåîáõîäèìûõ

è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ïàð òàêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ, âòîðîå èç

êîòîðûõ ñîäåðæèò êâàíòîâûå ïîïðàâêè. Êîíå÷íî ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñêîìó

ïðåäåëó ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ïåðåõîäÿò â òå, ÷òî áûëè ïîëó÷åíû â êëàñ-

ñè÷åñêîì ñëó÷àå.

Áûëà ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïàð êâàíòîâûõ êâàçèøòåêêåëå-

âûõ ãàìèëüòîíèàíîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îäèí èç ïåðâîíà÷àëüíûõ ãàìèëüòîíèà-

íîâ â ïåðåìåííûõ q1, q2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîìØðåäèíãåðà. Íàéäåíû äâà ñëó÷àÿ,

êîòîðûå ïðè ðåäóêöèè ïàðàìåòðîâ áûëè ïðîèíòåãðèðîâàíû â òåðìèíàõ ôóíê-

öèé Ãîéíà.
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Ãëàâà 3

Êâàíòîâûå âîë÷êè êàê ïðèìåðû

êîììóòèðóþùèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàíòîâûå àíàëîãè âîë÷êîâ íà àëãåáðàõ Ëè so(4) è

e(3) â ïðåäñòàâëåíèè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

3.1 Ââåäåíèå

Â ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ âîçìîæíû îáîáùåíèÿ â ðàçíûõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ. Âîîáùå ãîâîðÿ, çàäà÷à î ïàðå êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

[Ĥ, K̂] = 0 ïîñòàâëåíà íåäîñòàòî÷íî æ¼ñòêî, è âîçíèêàåò âîïðîñ î âûáîðå äî-

ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Êðîìå óñëîâèé, äèêòóåìûõ âíóòðåííåé ëîãèêîé çà-

äà÷è (íàïðèìåð, êîììóòàòèâíîñòü òðîéêè îïåðàòîðîâ), èìååò ñìûñë âûäåëÿòü

êëàññû îïåðàòîðîâ, âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îäèí òàêîé

êëàññ, ñâÿçàííûé ñ êâàíòîâûìè âîë÷êàìè íà so(4) è e(3). Ñîîòâåòñòâóþùèé

îïåðàòîð Ĥ èìååò âåñüìà ñïåöèàëüíûé âèä

Ĥ = a(x)D2
x + 2f(x, y)DxDy + b(y)D2

y + . . . , (3.1)

ãäå a, b ìíîãî÷ëåíû ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè, f(x, y) áèêâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí, ìíî-

ãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ìëàäøèå ÷ëåíû òàêæå ñî ñïåöèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òàêîé âèä ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ãåíåðàòîðàõ àëãåáðû Ëè ãàìèëüòîíèàí êâàä-

ðàòè÷åí, íàïðèìåð, íà so(4) èìååì

Ĥ = (Û , AÛ) + (V̂ , BV̂ ) + 2(Û , F V̂ ) + (~c, Û) + (~d, V̂ ),
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è ïðè ïåðåõîäå ê äèôôåðåíöèàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãåíåðàòîðû U, V çàìå-

íÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êâàäðàòè÷íûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ñì. ôîðìóëû (3.7), (3.9) íèæå). Â èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ ïî-

ðÿäîê îïåðàòîðà K̂ íå ïðåâîñõîäèò 4, ïðè÷¼ì ñòåïåíü êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, íå ïðåâîñõîäèò 8. Â èñõîäíîì êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå çàäà÷è âìåñòî

êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ãàìèëüòî-

íèàíû â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà�Äàðáó, ïîëèíîìèàëüíûå ïî

èìïóëüñàì. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ ¾êîììóòèðîâàíèÿ â ãëàâíîì¿ [47], òî åñòü ñîêðà-

ùåíèÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ â êîììóòàòîðå, ñîâïàäàþò â êëàññè÷åñêîì è êâàíòîâîì

ñëó÷àÿõ. Ïîäðîáíåå, ýòà ñâÿçü ïîÿñíÿåòñÿ ñõåìîé

{H,K} = 0
êâàíòîâàíèå íà àëãåáðå Ëè−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ [Ĥ, K̂] = 0

R∗
y y R̂∗

{HD, KD} = 0
êâàíòîâàíèå â ïåðåìåííûõ Äàðáó−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ [ĤD, K̂D] = 0

Çäåñü R îáîçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà â ïåðåìåííûõ Äàðáó,

HD îáðàç ãàìèëüòîíèàíà H ïðè äâîéñòâåííîì îòîáðàæåíèè, òî åñòü HD =

R∗(H) = H ◦ R. Àíàëîãè÷íî, R̂ îáîçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, è ĤD = R̂∗(Ĥ) = Ĥ ◦ R̂. Ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè
çàêëþ÷àþòñÿ â ïåðåõîäå îò ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà ê êîììóòàòîðó íà àëãåáðå Ëè

è â ïåðåõîäå îò ñêîáêè Ïóàññîíà�Äàðáó ê àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà

{pi, xj} = δij → [Dxi, xj] = δij.

Íà îáîèõ óðîâíÿõ ýòîò ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåãî óïî-

ðÿäî÷åíèÿ â ìîíîìàõ ãàìèëüòîíèàíîâH,K, ÷òî ðàâíîñèëüíî äîáàâëåíèþ ìëàä-

øèõ ÷ëåíîâ (�êâàíòîâûõ ïîïðàâîê�).

Íàïîìíèì, ÷òî îïèñàíèå êëàññè÷åñêèõ âîë÷êîâ, äîïóñêàþùèõ äîïîëíè-

òåëüíûé èíòåãðàë, äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé. Äëÿ ñëó÷àÿ so(4)

Âåñåëîâ ïîëó÷èë â [158] (óòî÷í¼ííûé ðåçóëüòàò ñì. â ñòàòüå [124]) íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ, âûäåëÿþùèå íåêîòîðûå ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Îä-

íàêî â èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó ìåíü-

øå ðàçìåðíîñòè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Íåêîòîðûå êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû

ïðèâîäÿòñÿ â ñòàòüå [145]. Ìîæíî ëè ïðîäâèíóòüñÿ â ýòîé çàäà÷å, òî÷íåå, â å¼

êâàíòîâîé âåðñèè, èñïîëüçóÿ ïåðåâîä íà ÿçûê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ?

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà, â äàííîé Ãëàâå ìû ñòðîèì äèôôåðåíöèàëüíûå îïå-

ðàòîðû, îòâå÷àþùèå íåêîòîðûì íàèáîëåå âàæíûì ïðèìåðàì. Â ÷àñòíîñòè, îíè
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ïîäñêàçûâàþò, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ïðîñòåéøèì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíòåãðè-

ðóåìîñòè ñëóæèò ôàêòîðèçóåìîñòü äèñêðèìèíàíòà ãëàâíîé ÷àñòè Ĥ:

f(x, y)2 − a(x)b(y) = w(x, y)w̃(x, y), (3.2)

ñ íåêîòîðûìè ìíîãî÷ëåíàìè w, w̃. Â êîíöå Ãëàâû ìû äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî c

ïîìîùüþ òåñòà Ïåíëåâå.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïåðåõîä ê äèôôåðåíöèàëüíîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ èìååò òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî ñíèìàåò âîïðîñû î âûáîðå óïîðÿäî÷å-

íèÿ â îïåðàòîðíîé àëãåáðå è ó÷¼òå îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà. Îòìåòèì, ÷òî ïðåä-

ñòàâëåíèå R̂ îïðåäåëåíî íà ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ îïåðàòîðîâ Êà-

çèìèðà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âõîäÿò â ĤD, K̂D êàê íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû (èõ

÷èñëî ðàâíî ðàíãó àëãåáðû Ëè, òî åñòü 2 â ñëó÷àå so(4) è e(3)). Ðàñùåïëåíèå

êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî ýòèì ïàðàìåòðàì îáëåã÷àåò àíàëèç.

Îïèøåì êîðîòêî ñîäåðæàíèå Ãëàâû. Â ðàçäåëå 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-

÷àé so(4): âîë÷êè Øîòòêè�Ìàíàêîâà [132, 83], Ñòåêëîâà [149], Àäëåðà�âàí Ì¼ð-

áåêå [1, 124] è Ñîêîëîâà [144]. Êâàíòîâàíèå âîë÷êà Øîòòêè�Ìàíàêîâà ðàññìàò-

ðèâàëîñü â ðàáîòå [72]. Ñëó÷àè Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå è Ñîêîëîâà áîëåå ñëîæíû

(îïåðàòîð K̂ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà) è, ïî-âèäèìîìó, êâàíòîâàíèå äëÿ íèõ ïîëó-

÷åíî âïåðâûå.

Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîë÷êè íà e(3): âîë÷êè Êëåáøà [30], Êî-

âàëåâñêîé [74] (êâàíòîâàíèå âîñõîäèò ê ðàáîòå Ëàïîðòà [79]), ãèðîñòàò Êîâàëåâ-

ñêîé è ñëó÷àé Ãîðÿ÷¼âà�×àïëûãèíà. Äëÿ ìîäåëåé íà e(3) êâàíòîâàíèå äîñòà-

òî÷íî õîðîøî èçó÷åíî â ðàáîòàõ Êîìàðîâà è äð. [68, 69, 71, 70, 123].

Ðàçóìååòñÿ, ïåðå÷èñëåííûå âîë÷êè íå èñ÷åðïûâàþò âñå èçâåñòíûå ñëó-

÷àè. Èçëîæåíèå èìåþùèõñÿ çäåñü ðåçóëüòàòîâ è ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ìîãóò

áûòü íàéäåíû â êíèãàõ Áîðèñîâà è Ìàìàåâà [23], [24]. Èìååòñÿ òàêæå ìíîæåñòâî

ðàáîò, â êîòîðûõ ðàçâèâàþòñÿ äðóãèå íàïðàâëåíèÿ â çàäà÷å î êîììóòèðóþùèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ, óïîìÿíåì ëèøü ñòàòüè [57, 119].

Îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü x = x1, y = x2. Ïðè îïðåäåëå-

íèè ñêîáîê Ïóàññîíà è êîììóòàòîðîâ íóëåâûå ñêîáêè íå ïðèâîäÿòñÿ. Èíäåêñû

i, j, k âñåãäà îáîçíà÷àþò ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó 1, 2, 3. Ìíèìàÿ åäèíèöà

òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ i. Èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

~a = (a1, a2, a3), (~a,~b) = a1b1 + a2b2 + a3b3.
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Äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè ãàìèëüòîíèàíîâ â ïåðåìåííûõ Äàðáó ÷àñòî èñïîëüçó-

þòñÿ ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû:

W (a, b, c;x, y) = a(x2 − 1)(y2 − 1)− b(x2 + 1)(y2 + 1) + 4cxy,

R(a, b, c;x) = W (a, b, c, x, x) = (a− b)(x4 + 1) + 2(2c− a− b)x2. (3.3)

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðW (a, b, c;x, y)DxDy ñîõðàíÿåò ñâîþ ôîðìó ïðè èíâåðñèè

x→ 1/x, y → 1/y.

3.2 Âîë÷êè íà so(4) ' so(3)⊕ so(3)

3.2.1 Êîîðäèíàòû Äàðáó è îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà íà so(3) è å¼ ôóíêöèÿ Êàçèìèðà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå-

íèÿìè

{Ui, Uj} = iεijkUk, (U,U) = s2
1, (3.4)

ãäå U îáîçíà÷àåò âåêòîð (U1, U2, U3). Ïðåäñòàâëåíèå â êîîðäèíàòàõ Äàðáó çà-

äà¼òñÿ ôîðìóëàìè

U1 = −1

2
(x2 − 1)p1 + s1x, U2 = − i

2
(x2 + 1)p1 + is1x,

U3 = −xp1 + s1. (3.5)

Ïðè êâàíòîâàíèè ìû ïåðåõîäèì ê îïåðàòîðíîé àëãåáðå

[Ûi, Ûj] = iεijkÛk, (Û , Û) = j1(j1 + 1), (3.6)

äîïóñêàþùåé ïðåäñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè

Û1 = −1

2
(x2 − 1)Dx + j1x, Û2 = − i

2
(x2 + 1)Dx + ij1x,

Û3 = −xDx + j1. (3.7)

Àëãåáðà Ëè so(4) ' so(3) ⊕ so(3) ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà ñ äóáëåì, â

êîòîðîì ñäåëàíû ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

U → V, x→ y, p1 → p2, s1 → s2, Û → V̂ , Dx → Dy, j1 → j2.

Âîë÷êè íà so(4) îïðåäåëÿþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì îáùåãî âèäà

Ĥ = (U,AU) + (V,BV ) + (U, FV ) + (~c, U) + (~d, V ). (3.8)
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Ìàòðèöû A è B ìîæíî ñ÷èòàòü äèàãîíàëüíûìè áåç ïîòåðè îáùíîñòè. Ïðè ïå-

ðåõîäå ê ïðåäñòàâëåíèþ (3.7) âîçíèêàåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñïåöè-

àëüíîãî âèäà

ĤD = a(x)D2
x + f(x, y)DxDy + b(y)D2

y

−
(2j1 − 1

2
a′(x) + 2c(x) + j2fy(x, y)

)
Dx

−
(2j2 − 1

2
b′(y) + 2d(y) + j1fx(x, y)

)
Dy

+
j1(2j1 − 1)

6
a′′(x) +

j2(2j2 − 1)

6
b′′(y)

+ 2j1c
′(x) + 2j2d

′(y) + j1j2fxy(x, y) + κ, (3.9)

ãäå κ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è

a(x) = a0(x
4 + 1) + a2x

2, b(y) = b0(y
4 + 1) + b2y

2,

c(x) = c2x
2 + c1x+ c0, d(y) = d2y

2 + d1y + d0,

f(x, y) = f22x
2y2 + · · ·+ f00.

Ôîðìóëû ïåðåñ÷¼òà èç (3.9) â (3.8) èìåþò âèä

A = diag(2a0,−2a0, a2) + αI, B = diag(2b0,−2b0, b2) + βI,

~c = 2(c2 − c0,−i(c2 + c0), c1), ~d = 2(d2 − d0,−i(d2 + d0), d1),

F =

 f00 − f02 − f20 + f22 i(f00 + f02 − f20 − f22) f21 − f01

i(f00 − f02 + f20 − f22) −f00 − f02 − f20 − f22 −i(f21 + f01)

f12 − f10 −i(f12 + f10) f11

 ,

3κ = (3α + a2)j1(j1 + 1) + (3β + b2)j2(j2 + 1)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè α, β.

Â êà÷åñòâå çàìå÷àíèÿ, ïîëåçíîãî ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðîâ, ïîÿñíèì ñâÿçü

äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.7) è èçâåñòíîãî ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ [78, ñòð. 113]

Û1 ± iÛ2 = Û±, Û3|m, j〉 = m|m, j〉,

Û+|m, j〉 =
√

(j −m)(j +m+ 1)|m+ 1, j〉,

Û−|m, j〉 =
√

(j +m)(j −m+ 1)|m− 1, j〉. (3.10)

Â ôèçè÷åñêîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ îðáèòà j = const, ïðè÷¼ì j,m öåëûå

èëè ïîëóöåëûå îäíîâðåìåííî è m ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò −j äî j, ÷òî îòâå÷àåò
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ìàòðèöàì êîíå÷íîãî ðàçìåðà (2j+1)×(2j+1). Ôîðìàëüíî, îò ýòèõ îãðàíè÷åíèé

ìîæíî îòêàçàòüñÿ è ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå òð¼õäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû,

êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû

a(m)Tm + b(m) + c(m)T−1
m ,

ãäå Tm : m 7→ m+ 1 îïåðàòîð ñäâèãà (ïîääèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç åäèíèö). Îò

êîðíåé ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñîïðÿæåíèåì Â → f−1Âf, ÷òî äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå

so(3) â îïåðàòîðàõ ñäâèãà

Û1 = −1

4
(m− j)(m+ j + 1)Tm + T−1

m ,

Û2 = −i
(

1

4
(m− j)(m+ j + 1)Tm + T−1

m

)
,

Û3 = m. (3.11)

Äðóãîå ðàçíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü íàïðÿìóþ èç (3.7), äåëàÿ

çàìåíó (�ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå�)

Dx → mTm, x→ T−1
m ,

÷òî íå ìåíÿåò àëãåáðó Ãåéçåíáåðãà:

[Dx, x] = 1, [mTm, T
−1
m ] = 1

è äà¼ò îïåðàòîðû
Û1 =

m

2
Tm +

(
j + 1− m

2

)
T−1
m ,

Û2 = −im
2
Tm + i

(
j + 1− m

2

)
T−1
m ,

Û3 = j −m+ 1. (3.12)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.11) è (3.12) ýêâèâàëåíòíû, ñ òî÷íîñòüþ

äî íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç SO(3) è ñîïðÿæåíèÿ îïåðàòîðîì

g(m)T−j−1 ñ ôóíêöèåé g, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ g(m+ 2)/g(m+ 1) =

2j −m.
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3.2.2 Âîë÷îê Øîòòêè�Ìàíàêîâà

Êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû èìåþò âèä

Ĥ = −α2
1Û

2
1 − α2

2Û
2
2 − α2

3Û
2
3 − α2

1V̂
2

1 − α2
2V̂

2
2 − α2

3V̂
2

3

+ 2α2α3Û1V̂1 + 2α3α1Û2V̂2 + 2α1α2Û3V̂3, (3.13)

K̂ = α1Û1V̂1 + α2Û2V̂2 + α3Û3V̂3. (3.14)

Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ â èíâîëþöèè ïðè ïðîñòîé çà-

ìåíå U → Û , V → V̂ , ïîñêîëüêó â äàííîì ïðèìåðå íåò ïðîáëåìû íîðìàëüíîãî

óïîðÿäî÷åíèÿ (êàæäûé ìîíîì ñîäåðæèò òîëüêî êîììóòèðóþùèå ïåðåìåííûå).

Â îòëè÷èå îò íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðèìåðîâ (âîë÷êè Ñòåêëîâà, Êîâàëåâñêîé) äî-

áàâêà ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ê ãàìèëüòîíèàíàì çäåñü íåâîçìîæíà, êàê â êëàññè÷å-

ñêîì, òàê è â êâàíòîâîì ñëó÷àå, ÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì

ñ íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèìåíÿÿ îòîáðàæåíèå (3.7), ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ ïàðó êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

4ĤD = r(x)D2
x + 2zDxDy + r(y)D2

y

−
(

2j1 − 1

2
r′(x) + 2j2zy

)
Dx −

(
2j2 − 1

2
r′(y) + 2j1zx

)
Dy

+ 2j1j2zxy +
j1(2j1 − 1)

6
r′′(x) +

j2(2j2 − 1)

6
r′′(y)

− 4

3
(j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1))(α2

1 + α2
2 + α2

3), (3.15)

4K̂D = wDxDy − j2wyDx − j1wxDy + j1j2wxy, (3.16)

ãäå, ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé (3.3),

r(x) = −R(α2
1, α

2
2, α

2
3;x),

z = z(x, y) = W (α2α3, α3α1, α1α2;x, y),

w = w(x, y) = W (α1, α2, α3;x, y).

Ïîñòîÿííàÿ â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå (3.15) (κ â ôîðìóëå (3.9)) íå âëèÿåò íà êîì-

ìóòàòèâíîñòü è îïðåäåëÿåò ñäâèã ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Îïåðàòîðû (3.15), (3.16) ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïîñîáîì, ïðè äðóãîì

îáõîäå äèàãðàììû èç Ââåäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñíà÷àëà ïåðåéòè ê ïåðåìåí-

íûì Äàðáó â êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíàõ H,K, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.5), ÷òî
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äà¼ò

4HD = r(x)p2
1 + 2zp1p2 + r(y)p2

2

− (s1r
′(x) + 2s2zy)p1 − (s2r

′(y) + 2s1zx)p2

+ 2s1s2zxy +
s2

1

3
r′′(x) +

s2
2

3
r′′(y)− 4

3
(s2

1 + s2
2)(α

2
1 + α2

2 + α2
3), (3.17)

4KD = wp1p2 − s2wyp1 − s1wxp2 + s1s2wxy, (3.18)

ãäå r, z, w çàäàíû òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî è ðàíüøå. Äàëåå, äåëàåòñÿ çàìåíà pi
íà Dxi â êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíàõ, à ìëàäøèå ÷ëåíû áåðóòñÿ ñ íåîïðåäåë¼ííûìè

êîýôôèöèåíòàìè (ñ ñîõðàíåíèåì ñòåïåíè ïî x, y). Òàêèì îáðàçîì, êîììóòèðó-

þùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû èùóòñÿ â âèäå

ĤD = r(x)D2
x + 2z(x, y)DxDy + r(y)D2

y + a(
3
x,

1
y)Dx + b(

1
x,

3
y)Dy + c(

2
x,

2
y),

K̂D = w(x, y)DxDy + f(
2
x,

1
y)Dx + g(

1
x,

2
y)Dy + h(

1
x,

1
y),

ãäå r, z, w çàäàíû, a, b, c, f, g, h ìíîãî÷ëåíû ñ íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè, ÷èñëà íàä àðãóìåíòàìè óêàçûâàþò ñòåïåíü. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò äîâîëü-

íî ãðîìîçäêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, íî ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû îíà

ëåãêî ðåøàåòñÿ, è âíîâü ïîëó÷àåòñÿ îòâåò (3.15), (3.16). Òàêèì îáðàçîì, îáà ñïî-

ñîáà êâàíòîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü. Ñ

âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, â ñèòóàöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè K̂ ïî çàäàí-

íîìó Ĥ, êàæäûé ñïîñîá èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè. Èñïîëüçîâàíèå

ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Ëè ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé íà êîýô-

ôèöèåíòû, íî ñëîæíåå ðåàëèçóåòñÿ, èç-çà íåîáõîäèìîñòè ðàáîòàòü ñ íåêîììóòà-

òèâíûìè ïåðåìåííûìè. Äèôôåðåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äà¼ò áîëåå ãèáêèé è

óíèâåðñàëüíûé ÿçûê, íî ïðèâîäèò ê íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêèì óðàâíåíèÿì

íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ.

3.2.3 Âîë÷îê Ñòåêëîâà

Êëàññè÷åñêèå ãàìèëüòîíèàíû èìåþò âèä (α = α1α2α3)

H = −α2

(
1

α2
1

U 2
1 +

1

α2
2

U 2
2 +

1

α2
3

U 2
3

)
+ 2α(α1U1V1 + α2U2V2 + α3U3V3),

K = 2α

(
1

α1
U1V1 +

1

α2
U2V2 +

1

α3
U3V3

)
− α2

1V
2

1 − α2
2V

2
2 − α2

3V
2

3 .
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Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïðîáëåìû óïîðÿäî÷åíèÿ íåò, è êîììóòèðóþ-

ùèå êâàíòîâûå ãàìèëüòîíèàíû ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî äîáàâëåíèåì êðûøåê ê U, V.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî è â êëàññè÷åñêîì, è â êâàíòîâîì ñëó÷àå ê ãàìèëüòî-

íèàíàì ìîæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ÷ëåíû:

H → H − β1α2α3U1 − β2α1α3U2 − β3α1α2U3,

K → K + β1V1 + β2V2 + β3V3,

ñ ïðîèçâîëüíûìè βi. Îäíàêî äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü βi = 0.

Ïåðåõîäÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì, ïîëó÷àåì

4ĤD = r1D
2
x + 2zDxDy −

(
2j1 − 1

2
r′1 + 2j2zy

)
Dx − 2j1zxDy

+ 2j1j2zxy +
j1(2j1 − 1)

6
r′′1 −

4

3
j1(j1 + 1)(α2

1α
2
2 + α2

2α
2
3 + α2

3α
2
1),

4K̂D = 2wDxDy + r2D
2
y − 2j2wyDx −

(
2j2 − 1

2
r′2 + 2j1wx

)
Dy

+ 2j1j2wxy +
j2(2j2 − 1)

6
r′′2 −

4

3
j2(j2 + 1)(α2

1 + α2
2 + α2

3),

ãäå

r1 = r1(x) = −R(α2
2α

2
3, α

2
3α

2
1, α

2
1α

2
2;x),

r2 = r2(y) = −R(α2
1, α

2
2, α

2
3; y),

z = z(x, y) = α1α2α3W (α1, α2, α3;x, y),

w = w(x, y) = W (α2α3, α3α1, α1α2;x, y).

Ýòè æå îïåðàòîðû ïîëó÷àþòñÿ ïðè êâàíòîâàíèè â ïåðåìåííûõ Äàðáó, äëÿ ãà-

ìèëüòîíèàíîâ

4HD = r1p
2
1 + 2zp1p2 − (s1r

′
1 + 2s2zy)p1 − 2s1zxp2

+ 2s1s2zxy +
s2

1

3
r′′1 −

4

3
s2

1(α
2
1α

2
2 + α2

2α
2
3 + α2

3α
2
1),

4KD = 2wp1p2 + r2p
2
2 − 2s2wyp1 − (s2r

′
2 + 2s1wx)p2

+ 2s1s2wxy +
s2

2

3
r′′2 −

4

3
s2

2(α
2
1 + α2

2 + α2
3).



93

3.2.4 Âîë÷îê Ì.Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå

Êëàññè÷åñêèå ãàìèëüòîíèàíû èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèåì λ1 + λ2 + λ3 = 0):

H =
3∑
i=1

(
−9λ2

jλ
2
kU

2
i + 6λjλk(λj − λi)(λk − λi)UiVi

+ λjλk(4λ
2
i − λjλk)V 2

i

)
, (3.19)

K = 3
∑
i,j

λj(λi − λj)UiViV 2
j +

∑
i

(λi − λj)(λi − λk)UiV 3
i

− 9
∑
l

U 2
l

∑
i

λjλkUiVi +
3

2

∑
l

U 2
l

∑
i

(3λ2
i − λ2

j − λ2
k)V

2
i . (3.20)

Êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí Ĥ ïîëó÷àåòñÿ èç H äîáàâëåíèåì êðûøåê. Îäíàêî â

K̂ èìåþòñÿ ìîíîìû ñ íåêîììóòèðóþùèìè ãåíåðàòîðàìè è âîçíèêàåò ïðîáëåìà

íîðìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé ñ íåîïðåäåë¼í-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ K̂ ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

K̂ =
∑
i,j

λj(λi − λj)
(
ÛiV̂iV̂

2
j + ÛiV̂jV̂iV̂j + ÛiV̂

2
j V̂i
)

+
∑
i

(λi − λj)(λi − λk)ÛiV̂ 3
i − 9

(∑
l

Û 2
l +

1

3

)∑
i

λjλkÛiV̂i

+
3

2

∑
l

Û 2
l

∑
i

(3λ2
i − λ2

j − λ2
k)V̂

2
i . (3.21)

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî óïîðÿ-

äî÷åíèåì â ïåðâîé ñóììå è êâàíòîâîé ïîïðàâêîé â òðåòüåé ñóììå (íàïîìíèì,

÷òî
∑

l Û
2
l ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êàçèìèðà).

Ïåðåõîäÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì, äëÿ ĤD ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå ïî îáùåé ôîðìóëå (3.9):

4ĤD = r1(x)D2
x + 2zDxDy + r2(y)D2

y

−
(2j1 − 1

2
r′1(x) + 2j2zy

)
Dx −

(2j2 − 1

2
r′2(y) + 2j1zx

)
Dy

+
j1(2j1 − 1)

6
r′′1(x) +

j2(2j2 − 1)

6
r′′2(y) + 2j1j2zxy

− 4

3
(9j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1))(λ2

1 + λ1λ2 + λ2
2)

2, (3.22)
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ãäå

r1(x) = −9R(λ2
2λ

2
3, λ

2
3λ

2
1, λ

2
1λ

2
2, x),

r2(x) =
1

9
r1(x) + 4λ1λ2λ3R(λ1, λ2, λ3, x),

z = z(x, y) = 3W (µ1, µ2, µ3, x, y), µi = (λ2
i − λ2

j)(λ
2
i − λ2

k).

Îïåðàòîð K̂D èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó

4K̂D = g2DxD
3
y + c1ggyDxD

2
y + c2ggxD

3
y

+ (c3ggyy + c4g
2
y)DxDy + (c5gygx + c6ggxy)D

2
y

+ (c7ggyyy + c8gygyy)Dx + (c9gyygx + c10gygxy + c11ggxyy)Dy

+ c12gyyygx + c13gyygxy + c14gygxyy + c15ggxyyy,

õîòÿ è ñ ãðîìîçäêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Çäåñü g îáîçíà÷àåò ìíîãî÷ëåí

g = (λ1 − λ2)(xy
3 + 1) + 3λ3(x+ y)y,

ñâÿçàííûé ñ êîýôôèöèåíòàìè ĤD ñîîòíîøåíèåì

z2 − r1(x)r2(y) = 36λ1λ2λ3(λ1 − λ2)(λ2 − λ3)(λ3 − λ1)gg̃,

ãäå g̃ = (λ1 − λ2)x(x + y) − λ3(x
3y + 1). Êîýôôèöèåíòû ci, â ñâîþ î÷åðåäü

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïàðàìåòðîâ j1, j2:

c1 = −2(j2 − 1), c2 = −2j1,

c3 =
1

2
(3j1(j1 + 1) + j2(j2 − 3) + 2), c4 = −j1(j1 + 1) + j2(j2 − 1),

c5 = 2j1(j1 + j2), c6 = −2j1(j1 − j2 + 2),

c7 = −j2

6
(9j1(j1 + 1)− j2(j2 + 3) + 4), c8 =

j2

2
(j1(j1 + 1)− j2(j2 − 1)),

c9 = −j1

2
(3j2

1 + 4j1j2 + j2
2 + j1 + j2), c10 = 2j1(j1(j1 + 1)− j2(j2 − 1)),

c11 = −j1

2
(3j2

1 − 4j1j2 + j2
2 + 5j1 − 7j2 + 4),

c12 =
j1j2

6
(9j2

1 + 3j1j2 − j2
2 + 6j1 + 1),

c13 =
j1j2

6
(−3j2

1 + 5j1j2 + 3j2
2 − 4j1 + 2j2 − 1),

c14 =
j1j2

6
(−3j2

1 − 5j1j2 + 3j2
2 − 2j1 − 8j2 + 1),

c15 =
j1j2

6
(9j2

1 − 3j1j2 − j2
2 + 12j1 − 6j2 + 7).
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3.2.5 Âîë÷îê Ñîêîëîâà

Â ýòîì ïðèìåðå óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

mi = Ui + Vi, ni = Ui − Vi.

Âîë÷îê Ñîêîëîâà íà so(4) îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2
m2

1 +
1

2
m2

2 +m2
3 +m3(αn1 + βn2)−

1

2
(α2 + β2)n2

3, (3.23)

è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè èìååò âèä

K = m2
3

(
2H −m2

3 + (βm1 − αm2)
2 + (αn1 + βn2)

2
)

+2m3

(
αm1 + βm2 − (α2 + β2)n3

)
(m1n1 +m2n2). (3.24)

Êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñèììåòðèçàöèè íåêîììóòàòèâíûõ ìî-

íîìîâ:

Ĥ =
1

2
m̂2

1 +
1

2
m̂2

2 + m̂2
3 + [m̂3, αn̂1 + βn̂2]

+ − 1

2
(α2 + β2)n̂2

3, (3.25)

ãäå

[a, b]+ =
1

2
(ab+ ba).

Îïåðàòîð K̂ òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñèììåòðèçàöèè ñî ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííû-

ìè âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â àëãåáðå so(4) èìåþòñÿ

îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ ïî ìîäóëþ êîììóòàöè-

îííûõ ñîîòíîøåíèé, ïîýòîìó çàïèñü îïåðàòîðà K̂ íå åäèíñòâåííà è å¼ ìîæíî

ïûòàòüñÿ óïðîñòèòü ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ òàêèõ âûðàæåíèé. Ìû ïðèâåä¼ì îäèí èç

âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

Aa,b,c(m, f) = amf 2m+ b[m2, f 2]+ + c[f,mfm]+

+ (1− a− b− c)fm2f,

B(m, f, g) = mfg + gfm,

òîãäà îïåðàòîð

K̂ = A 1
2 ,0,

3
4
(m̂3, m̂1) + A 1

2 ,0,
3
4
(m̂3, m̂2)− (α2 + β2)m̂2

3n̂
2
3

+ A 1
2 ,

1
4 ,1

(m̂3, βm̂1 − αm̂2) + A− 3
4 ,−1, 72

(m̂3, m̂3 + αn̂1 + βn̂2)

+B(m̂3, αm̂1 + βm̂2 − (α2 + β2)n̂3, m̂1n̂1 + m̂2n̂2),

− 1

2
[m̂3n̂3, [m̂3, αm̂1 + βm̂2]] (3.26)
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êîììóòèðóåò ñ Ĥ è ñîâïàäàåò ñK ïðè ïåðåõîäå ê êîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì.

Ïðåäñòàâëåíèå so(4) äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè â ýòîì ïðèìåðå

óäîáíî ñëåãêà èçìåíèòü, ñäåëàâ äîïîëíèòåëüíî çàìåíó y → −y, Dy → −Dy,

ïîñëå ÷åãî îòâåò ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî x, y. Ââåä¼ì îáîçíà-

÷åíèÿ (ïàðàìåòðû α, β, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûå)

ξ1 = α + iβ, ξ2 = −α + iβ, r(x) = x(ξ1x+ 1)(x+ ξ2),

z = z(x, y) = ξ1xy(x+ y) + (x+ y)2 + 2(1− ξ1ξ2)xy + ξ2(x+ y),

òîãäà Ĥ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (3.9):

2ĤD = r(x)D2
x + zDxDy + r(y)D2

y

−
(2j1 − 1

2
r′(x) + j2zy

)
Dx −

(2j2 − 1

2
r′(y) + j1zx

)
Dy

+
j1(2j1 − 1)

6
r′′(x) +

j2(2j2 − 1)

6
r′′(y) + j1j2zxy

+
1

3
(j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1))(ξ1ξ2 + 4)

(îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà r ðàâíà 3 èç-çà òîãî, ÷òî â ïåðå-

ìåííûõ U, V ãàìèëüòîíèàí (3.23) ïðèíèìàåò âèä (3.8) ñ íåäèàãîíàëüíûìè ìàò-

ðèöàìè A,B). Âòîðîé îïåðàòîð èìååò ñëèøêîì ãðîìîçäêèé âèä è ìû âûïèøåì

ÿâíî òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû:

K̂D = w2(xDx + yDy)
2DxDy − 2j2x

2wwyD
3
x − 2j1y

2wwxD
3
y

− 2xw((j1 − 1)xwx + (j1 + j2 − 1)w + (2j2 − 1)ywy)D
2
xDy

− 2yw((2j1 − 1)xwx + (j1 + j2 − 1)w + (j2 − 1)ywy)D
2
xDy + . . . ,

ãäå w = ξ1xy + x+ y + ξ2.

3.2.6 Êëàññè÷åñêèé ïðåäåë

Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ââîäèòñÿ ïðîñòûì ðàñòÿæåíèåì ãåíåðàòîðîâ, â ðåçóëüòàòå

êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.6) çàìåíÿþòñÿ íà

[Ûi, Ûj] = i~εijkÛk, (Û , Û) = ~2j1(j1 + 1),

à ïðåäñòàâëåíèå (3.7) çàìåíÿåòñÿ íà

Û1 = ~
(
−1

2
(x2 − 1)Dx + j1x

)
, Û2 = ~

(
− i

2
(x2 + 1)Dx + ij1x

)
,

Û3 = ~(−xDx + j1).
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Ôîðìóëû äëÿ ïåðåìåííûõ V ìåíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîìó

ïðåäåëó äëÿ ëþáîãî êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Â îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A = lim
~→0

e−
i
~ (p1x+p2y)

(
Â e

i
~ (p1x+p2y)

) ∣∣
ji=

si
~
,

ïðè÷¼ì êîììóòàòîð è ôóíêöèÿ Êàçèìèðà äëÿ êàæäîé êîïèè so(3) ïåðåõîäÿò

â ñêîáêó Ëè�Ïóàññîíà (3.4), à ôîðìóëû äëÿ ñàìèõ ãåíåðàòîðîâ ïåðåõîäÿò â

ïðåäñòàâëåíèå (3.5) ÷åðåç ïåðåìåííûå Äàðáó.

Åñëè ïðèìåíèòü îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ê ĤD, K̂D, òî îíà äàñò òå æå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ HD, KD, ÷òî è íåïîñðåäñòâåííûé ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì Äàðáó

â êëàññè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíàõ H, K. Ýòî ãàðàíòèðóåòñÿ �ïðèíöèïîì ñîîòâåò-

ñòâèÿ�, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, òî åñòü íå çàâèñèò ÿâíî îò âûáîðà

ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû so(4). Ïðîâåðêà ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ äëÿ âîë÷êîâ

Øîòòêè�Ìàíàêîâà è Ñòåêëîâà òðèâèàëüíà, òàê êàê ýòè ñèñòåìû íå ñîäåðæàò

êâàíòîâûõ ïîïðàâîê. Â ñëó÷àå Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå äëÿ êîððåêòíîãî ïåðåõî-

äà ê êëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó íàäî ïîäïðàâèòü K̂, çàìåíèâ îäíî èç ñëàãàåìûõ â

ôîðìóëå (3.21):(∑
l

Û 2
l +

1

3

)∑
i

λjλkÛiV̂i →
(∑

l

Û 2
l +

~2

3

)∑
i

λjλkÛiV̂i,

â ðåçóëüòàòå âñå ÷ëåíû ñòàíóò îäíîðîäíû ïî ~, à â ïðåäåëå ~ → 0 ïîëó÷èòñÿ

êëàññè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí (3.20).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè Êàçèìèðà ~2ji(ji + 1) èìåþò êâàíòîâóþ

ïðèðîäó, ïîñêîëüêó ji ïðèíèìàþò öåëûå/ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ïåðåõîäå ê

ïðåäåëó ~→ 0 ââîäÿòñÿ êëàññè÷åñêèå (êîíå÷íûå) âåëè÷èíû si = ~ji. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, åñëè ìû èìååì äåëî ñî ñïèíàìè, òî âåëè÷èíû ji êîíå÷íû, à çíà÷èò

si → 0, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåçèñîì î òîì, ÷òî ñïèí � ÷èñòî êâàíòîâîå ïîíÿòèå.

3.3 Âîë÷êè íà e(3)

3.3.1 Êîîðäèíàòû Äàðáó è îïåðàòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà íà e(3) èìååò âèä

{Mi,Mj} = −εijkMk, {Mi, γj} = −εijkγk, {γi, γj} = 0
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è îáëàäàåò ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà

(M,γ) = l, (γ, γ) = a2,

ãäå M = (M1,M2,M3, ) γ = (γ1, γ2, γ3). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå â êîîðäèíàòàõ Äàðáó:

M1 = − i
2

(x2 − 1)p1 −
i

2
(y2 − 1)p2 +

l

2a
(x− y),

M2 = −1

2
(x2 + 1)p1 −

1

2
(y2 + 1)p2 − i

l

2a
(x− y),

M3 = i(xp1 + yp2),

γ1 = a
1− xy
x− y

, γ2 = ia
1 + xy

x− y
, γ3 = a

x+ y

x− y
. (3.27)

Îòìåòèì åù¼ ïðåäñòàâëåíèå ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè Äàðáó (1.45):

M1 = −p1q1q2 +
1

2
p2(q

2
1 − q2

2 − 1) +
lq1(q

2
1 + q2

2 + 1)

2a(q2
1 + q2

2)
,

M2 = p2q1q2 +
1

2
p1(q

2
1 − q2

2 + 1) +
lq2(q

2
1 + q2

2 + 1)

2a(q2
1 + q2

2)
,

M3 = p1q2 − p2q1,

γ1 =
2aq1

(q2
1 + q2

2 + 1)
, γ2 =

2aq2

(q2
1 + q2

2 + 1)
, γ3 =

a(q2
1 + q2

2 − 1)

(q2
1 + q2

2 + 1)
. (3.28)

Ïðè êâàíòîâàíèè ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà çàìåíÿåòñÿ íà êîììóòàöèîííûå ñî-

îòíîøåíèÿ àëãåáðû e(3)

[M̂i, M̂j] = iεijkMk, [M̂i, γ̂j] = iεijkγk, [γ̂i, γ̂j] = 0, (3.29)

ñ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà

(γ̂, M̂) = l, (γ̂, γ̂) = a2. (3.30)

Äëÿ ýòîé îïåðàòîðíîé àëãåáðû èìååòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

M̂1 =
1

2
(1− x2)Dx +

1

2
(1− y2)Dy +

l

2a
(x− y),

M̂2 =
i

2
(1 + x2)Dx +

i

2
(1 + y2)Dy − i

l

2a
(x− y),

M̂3 = xDx + yDy,

γ̂1 = a
1− xy
x− y

, γ̂2 = ia
1 + xy

x− y
, γ̂3 = a

x+ y

x− y
. (3.31)
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Îòìåòèì, ÷òî âñå îïåðàòîðû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû

x↔ y, a→ −a.

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ââîäÿ áàçèñíóþ âîëíîâóþ

ôóíêöèþ |ψ〉 = |m,n〉 = (x + y)m(x− y)n. Òàêîé âûáîð îáóñëîâëåí çíàìåíàòå-

ëåì ãåíåðàòîðîâ γi â ïðåäñòàâëåíèè (3.31) è ñîîáðàæåíèåì ñèììåòðèè. Ïðîñòûå

âû÷èñëåíèÿ äàþò (M± = M1 ± iM2, γ± = γ1 ± iγ2)

M̂3|m,n〉 = (m+ n)|m,n〉, M̂−|m,n〉 = 2m|m+ 1, n− 1〉,

M̂+|m,n〉 = −
(
n+

m

2

)
|m+ 1, n〉 − m

2
|m− 1, n+ 2〉+

l

a
|m,n+ 1〉,

γ̂3|m,n〉 = a|m+ 1, n− 1〉, γ̂−|m,n〉 = 2a|m,n− 1〉,

γ̂+|m,n〉 =
a

2
|m,n+ 1〉 − a

2
|m+ 2, n− 1〉.

Ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ââîäèòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

[M̂i, M̂j] = i~εijkMk, [M̂i, γ̂j] = i~εijkγk, [γ̂i, γ̂j] = 0,

ïðè÷¼ì îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå çàìåíÿåòñÿ íà

M̂1 = ~
(1

2
(1− x2)Dx +

1

2
(1− y2)Dy

)
+

l

2a
(x− y),

M̂2 = ~
( i

2
(1 + x2)Dx +

i

2
(1 + y2)Dy

)
− i l

2a
(x− y),

M̂3 = ~(xDx + yDy),

γ̂1 = a
1− xy
x− y

, γ̂2 = ia
1 + xy

x− y
, γ̂3 = a

x+ y

x− y
.

Ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ so(4) :

A = lim
~→0

e−
i
~ (p1x+p2y)

(
Â e

i
~ (p1x+p2y)

)
,

ñëåäóåò îòìåòèòü òîëüêî, ÷òî îïåðàòîðû Êàçèìèðà (3.30) ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî êëàñ-

ñè÷åñêèìè. Ïðèìåíåíèå ýòîé ïðîöåäóðû ê ãåíåðàòîðàì Mi ïðèâîäèò ê ñêîáêå

(3.27). Â ñëó÷àå âîë÷êà Êîâàëåâñêîé ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ êî-

ýôôèöèåíòà â îïåðàòîðå K̂ (3.36) (ñð. ñ [79]):

K̂ =
1

2
(k̂+k̂− + k̂−k̂+) + 4~2(M̂ 2

1 + M̂ 2
2 )
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3.3.2 Âîë÷îê Êëåáøà

Â ýòîì ïðèìåðå ïðîáëåìû óïîðÿäî÷åíèÿ íåò, êâàíòîâûé âîë÷îê îïðåäåëÿåòñÿ

ãàìèëüòîíèàíàìè

Ĥ =
1

2

3∑
i=1

(
M̂ 2

i + λiγ̂
2
i

)
, (3.32)

K̂ =
1

2

3∑
i=1

(
λiM̂

2
i −

λ

λi
γ̂2
i

)
, λ = λ1λ2λ3. (3.33)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ (3.31), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå êîììóòèðóþùèå äèô-

ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

2ĤD = −(x− y)2DxDy +
l

a
(x− y)(Dx +Dy)

+
a2z

(x− y)2
+ a2(λ1 + λ2 + λ3),

8K̂D = r(x)D2
x + 2zDxDy + r(y)D2

y

+
(a− l

2a
r′(x) +

l

a
zy
)
Dx +

(a+ l

2a
r′(y)− l

a
zx
)
Dy

+ (λ1 − λ2)
l2

a2
(x− y)2 − (λ1 − λ2)

l

a
(x2 − y2) + a2r(x)r(y)− z2

(x− y)4
,

ãäå

r(x) = R(λ1, λ2, λ3;x), z = z(x, y) = W (λ1, λ2, λ3;x, y).

Îòìåòèì, ÷òî òîæäåñòâî (3.2) â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

z2 − r(x)r(y) = 4(x− y)4(λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1)

+ 4(x− y)2W (λ2λ3, λ3λ1, λ1λ2;x, y),

ïîýòîìó â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì K̂D ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷íîå ñîêðàùåíèå. Êëàñ-

ñè÷åñêèå ãàìèëüòîíèàíû â ïåðåìåííûõ Äàðáó èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä, íî êî-

ýôôèöèåíòû íåìíîãî ìåíÿþòñÿ:

2HD = −(x− y)2p1p2 +
2l

a
(x− y)(p1 + p2)

+
a2z

(x− y)2
+ a2(λ1 + λ2 + λ3),

8KD = r(x)p2
1 + 2zp1p2 + r(y)p2

2
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− l

a
(r′(x)− 2zy)p1 +

l

a
(r′(y)− 2zx)p2

+ 4(λ1 − λ2)
l2

a2
(x− y)2 + a2r(x)r(y)− z2

(x− y)4
.

3.3.3 Âîë÷îê Êîâàëåâñêîé

Êëàññè÷åñêèé âîë÷îê îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíàìè

H =
1

2
(M 2

1 +M 2
2 + 2M 2

3 )− 1

2
γ1, K = k+k−, (3.34)

ãäå îáîçíà÷åíî

k± = (M1 ± iM2)
2 + γ1 ± iγ2.

Â ïåðåìåííûõ Äàðáó (3.27) èìååì:

2H = x2p2
1 + (4xy − x2 − y2)p1p2 + y2p2

2 +
2l

a
(x− y)(p1 + p2) + a

xy − 1

x− y
,

K =

((
x2p1 + y2p2 −

2l

a
(x− y)

)2

− 2axy

x− y

)(
(p1 + p2)

2 +
2a

x− y

)
.

Êâàíòîâàÿ âåðñèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé èìååò âèä [79, 71]

Ĥ =
1

2
(M̂ 2

1 + M̂ 2
2 + 2M̂ 2

3 )− 1

2
γ̂1, (3.35)

K̂ =
1

2
(k̂+k̂− + k̂−k̂+) + 4(M̂ 2

1 + M̂ 2
2 ), (3.36)

ãäå

k̂± = (M̂1 ± iM̂2)
2 + γ̂1 ± iγ̂2.

Ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ (3.31) äà¼ò ñëåäóþùèå êîììóòèðóþùèå äèôôåðåí-

öèàëüíûå îïåðàòîðû:

2ĤD = x2D2
x + (4xy − x2 − y2)DxDy + y2D2

y

+
1

a
((a+ l)x− ly)Dx +

1

a
(lx+ (a− l)y)Dy + a

xy − 1

x− y
,

K̂D =
[
f 2 − 2axy

x− y
, g2 +

2a

x− y
]+

+ 4[f, gfg]+ − 2[fg, gf ]+ − 2[f 2, g2]+,

ãäå [a, b]+ = 1
2(ab+ ba) è

f = x2Dx + y2Dy −
l

a
(x− y), g = Dx +Dy.
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Îòìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàíû (3.35), (3.36) äîïóñêàþò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå

(ãèðîñòàò Êîâàëåâñêîé) [70]:

2Ĥ = M̂ 2
1 + M̂ 2

2 + 2M̂ 2
3 − γ̂1 + cM̂3,

K̂ =
1

2
(k̂+k̂− + k̂−k̂+) + 4(M̂ 2

1 + M̂ 2
2 )− 2c(M̂ 2

1 + M̂ 2
2 )M̂3

+ 2c2M̂ 2
3 + c(c2 + 1)M̂3 − 2cM̂1γ̂3 − c2γ̂1 − icγ̂2.

3.3.4 Ñëó÷àé Ãîðÿ÷¼âà�×àïëûãèíà

Êâàíòîâàíèå ðàññìàòðèâàëîñü â [69]. Ãàìèëüòîíèàíû

Ĥ = M̂ 2
1 + M̂ 2

2 + 4M̂ 2
3 − γ̂1 + cM̂3,

K̂ = 4(M̂ 2
1 + M̂ 2

2 )M̂3 + 2M̂1γ̂3 − 4cM̂ 2
3 + (1− c2)M̂3 + cγ̂1 + iγ̂2

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

[Ĥ, K̂] = 4ilM̂2,

ãäå l = (γ̂, M̂) îïåðàòîð Êàçèìèðà íà e(3). Òàêèì îáðàçîì, ïðè l = 0 èìååì èí-

òåãðèðóåìûé ñëó÷àé. Ïåðåõîäÿ ê îïåðàòîðàì ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ (3.31)

(ïðè l = 0), ïîëó÷àåì êîììóòèðóþùóþ ïàðó

ĤD = 3x2D2
x − (x2 − 8xy + y2)DxDy + 3y2D2

y

+(c+ 3)(xDx + yDy) + a
xy − 1

x− y
,

−K̂D − 4( c3 + 1)ĤD = 4x3D3
x + 4(x2 + xy + y2)(xDx + yDy)DxDy + 4y3D3

y

+( c3 + 3)(4(x− y)2DxDy − (c+ 3)(xDx + yDy))

+
a

x− y

(
(x+ y)((x2 − 1)Dx + (y2 − 1)Dy)− ( c3 + 5)xy + c

3 + 3
)
.

3.4 Ñïåêòðû

Êâàíòîâàíèå â ãåíåðàòîðàõ àëãåáðû Ëè ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, íî ïîñòàíîâ-

êà ãðàíè÷íîé çàäà÷è è âû÷èñëåíèå ñïåêòðîâ çàâèñÿò îò âûáîðà êîíêðåòíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ, ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñïåêòðå âîë÷êà
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Ýéëåðà íà so(3) â ïðåäñòàâëåíèè (3.7). Íàïîìíèì, ÷òî êâàíòîâàíèå ýòîé ìî-

äåëè áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ Êðàìåðñà�Èòòìàííà [75]. Â ñëó÷àå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (3.7) åñòåñòâåííî îïðåäåëÿòü ñïåêòð èç óñëîâèÿ ïîëèíîìèàëüíîñòè ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, îòìåòèì ðàáîòó Êîìàðîâà�Êóçíåöîâà [71],

ãäå óêàçàí ñïåêòð äëÿ ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, è íåäàâíþþ ðàáîòó Ãðîññå�

Âåñåëîâà [53], ãäå èçó÷àëñÿ ñïåêòð äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäè-

íàòàõ è óñòàíîâëåíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà

äàííîì óðîâíå j = s âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå ýëëèïòè÷åñêèå ìíîãî-

÷ëåíû Áåðíóëëè. Äëÿ âîë÷êîâ íà so(4) çàäà÷à î ñïåêòðå äîâîëüíî ñëîæíà è ìû

îãðàíè÷èìñÿ âûâîäîì óðàâíåíèé äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå Øîòòêè�

Ìàíàêîâà.

3.4.1 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå so(3)

Ââåä¼ì âîëíîâóþ ôóíêöèþ |m, j〉 = xj−m, òîãäà ïðåäñòàâëåíèå (3.7) èìååò â

ýòîì áàçèñå ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû:

Û1 ± iÛ2 = Û±, Û3|m, j〉 = m|m, j〉,
Û+|m, j〉 = (j −m)|m+ 1, j〉, Û−|m, j〉 = (j +m)|m− 1, j〉. (3.37)

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå, ÷òî j −m öåëîå, ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè

áàçèñíîé ôóíêöèè xj−m. Åñëè åñòü ñèììåòðèÿ ïî îáðàùåíèþ âðåìåíèm→ −m,
òî è j +m äîëæíî áûòü öåëûì, òîãäà j,m öåëûå/ïîëóöåëûå îäíîâðåìåííî. Èç

âèäà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî m = −j, . . . , j, ïðè ýòîì óñëîâèå j > 0

ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ àíàëèòè÷íîñòè áàçèñíîé ôóíêöèè. Èç å¼ âèäà òàêæå

ñëåäóåò, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íà îðáèòå j = const åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè 2j.

Âîëíîâóþ ôóíêöèþ è ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó íà so(3) ìîæíî çàïèñàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

|ψ〉 =

j∑
m=−j

C(m, j) |m, j〉, H |ψ〉 = λ |ψ〉.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à íà so(4) âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî:

|ψ〉 =

j1∑
m1=−j1

j2∑
m1=−j2

C(m1,m2; j1, j2) |m1,m2, j1, j2〉, H |ψ〉 = λ |ψ〉.
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Â äèôôåðåíöèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, áàçèñíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íà so(4) âû-

áèðàåòñÿ â âèäå |m1,m2, j1, j2〉 = xj1−m1yj2−m2. Òîãäà îáùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

� ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè 2j1 ïî x è 2j2 ïî y.

3.4.2 Ñïåêòð âîë÷êà Ýéëåðà íà so(3)

Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò âèä

Ĥψλj (x) = λψλj (x), Ĉψλj (x) = j(j + 1)ψλj (x),

ãäå

Ĥ = α1Û
2
1 + α2Û

2
2 + α3Û

2
3 , Ĉ = Û 2

1 + Û 2
2 + Û 2

3 .

Ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî ñäâèãà ñïåêòðà ìîæíî ïîëîæèòü α1+α2+α3 =

0.

Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè äëÿ àëãåá-

ðû so(3) (3.37) è ïðåäñòàâèì âîëíîâûå ôóíêöèè â âèäå

ψλj (x) =

2j∑
k=0

C̃λ
j (k)xk.

Òîãäà çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå ðåêóððåíò-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ

1

4
(2j + 1− k)(2j + 2− k)CΛ

j (k − 2)

+
(1

2
(j(j + 1)− 3(j − k)2)ξ − Λ

)
CΛ
j (k)

+
1

4
(k + 1)(k + 2)CΛ

j (k + 2) = 0,

ãäå ξ = α1+α2

α1−α2
, Λ = λ

α1−α2
, CΛ

j = C̃λ
j , ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ëåâîì êîíöå

CΛ
j (−2) = CΛ

j (−1) = 0, CΛ
j (0) = CΛ

j (1) = 1.

Çàäà÷à äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ïîëèíîìîâ ðàçäåëÿåòñÿ.

Åñëè j öåëîå, òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå èìååò âèä CΛ
j (2j +

2) = 0 äëÿ ÷¼òíûõ ïîëèíîìîâ è CΛ
j (2j + 1) = 0 äëÿ íå÷¼òíûõ.

Åñëè j ïîëóöåëîå, òî íàîáîðîò, íà ïðàâîì êîíöå èìååì CΛ
j (2j+1) = 0 äëÿ

÷¼òíûõ ïîëèíîìîâ è CΛ
j (2j + 2) = 0 äëÿ íå÷¼òíûõ.
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Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè ñëåäóþùåãî ïîëèíîìà:

Pj(Λ) = CΛ
j (2j + 1)CΛ

j (2j + 2), degPj(Λ) = 2j + 1.

Âûïèøåì ÿâíî íåñêîëüêî ïîëèíîìîâ Pj(Λ), íîðìèðîâàííûõ òàê, ÷òîáû êîýô-

ôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè Λ2j+1 áûë ðàâåí 1:

P0(Λ) = Λ,

P1/2(Λ) = Λ2,

P1(Λ) =
1

4
(Λ− ξ)(2Λ + ξ + 1)(2Λ + ξ − 1),

P3/2(Λ) =
1

16
(4Λ− 9ξ2 − 3)2,

P2(Λ) =
1

4
(Λ + 3ξ)(2Λ− 3ξ + 3)(2Λ− 3ξ − 3)(Λ− 9ξ2 − 3)2

P5/2(Λ) = (Λ3 − 7Λ(3ξ2 + 1) + 20ξ(ξ2 − 1))2.

Â ñèëó òåîðåìû Êðàìåðñà [78, ñòð. 269] î äâóêðàòíîì âûðîæäåíèè ñèñòåì ñ

îáùèì ïîëóöåëûì ñïèíîì, âñå ïîëèíîìû Pj(λ) ñ ïîëóöåëûìè j ÿâëÿþòñÿ ïîë-

íûìè êâàäðàòàìè.

3.4.3 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âîë÷êà

Øîòòêè�Ìàíàêîâà

Â ñëó÷àå Øîòòêè�Ìàíàêîâà ìû èìååì äâå ñîâìåñòíûå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ Ĥψ = λψ, K̂ψ = µψ. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ψλ,µj1,j2(x, y) =

2j1∑
k=0

2j2∑
l=0

Cλ,µ
j1,j2

(k, l)xkyl.

Â ðåøåòî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè âîçíèêàåò ïÿòèòî÷å÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé µ :

(α1 − α2)(2j1 + 1− k)(2j2 + 1− l)Cλ,µ
j1,j2

(k − 1, l − 1)

+ (α1 − α2)(k + 1)(l + 1)Cλ,µ
j1,j2

(k + 1, l + 1)

+ 2(2(j1 − k)(j2 − l)α3 − µ)Cλ,µ
j1,j2

(k, l)

+ (α1 + α2)(2j1 + 1− k)(l + 1)Cλ,µ
j1,j2

(k − 1, l + 1)

+ (α1 + α2)(k + 1)(2j2 + 1− l)Cλ,µ
j1,j2

(k + 1, l − 1) = 0
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è äåâÿòèòî÷å÷íîå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ :

(α2
2 − α2

1)(k + 1)(k + 2)Cλ,µ
j1,j2

(k + 2, l)

+ (α2
2 − α2

1)(l + 1)(l + 2)Cλ,µ
j1,j2

(k, l + 2)

+ 2α3(α2 − α1)(k + 1)(l + 1)Cλ,µ
j1,j2

(k + 1, l + 1)

+ 2α3(α2 + α1)(k + 1)(2j2 + 1− l)Cλ,µ
j1,j2

(k + 1, l − 1)

+
(

(α1 − α2)
2
(
(2j1 + 1− k)2 + (2j2 + 1− l)2

− 2(j1 + j2 + 1− k)(j1 + j2 + 1− l)
− (j1 − j2)

2 − j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)
)

− 4α2
3((j1 − k)2 + (j2 − l)2)

+ (α2 + α1)
2((j1 + j2 − k − l)2 − j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1))

)
Cλ,µ
j1,j2

(k, l)

+ (α2
2 − α2

1)(2j1 + 1− k)(2j1 + 2− k)Cλ,µ
j1,j2

(k − 2, l)

+ (α2
2 − α2

1)(2j2 + 1− l)(2j2 + 2− l)Cλ,µ
j1,j2

(k, l − 2)

+ 2α3(α2 + α1)(2j1 + 1− k)(l + 1)Cλ,µ
j1,j2

(k − 1, l + 1)

+ 2α3(α2 − α1)(2j1 + 1− k)(2j2 + 1− l)Cλ,µ
j1,j2

(k − 1, l − 1) = 0.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: Cλ,µ
j1,j2

(k, l) = 0, åñëè ïàðà (k, l) ëåæèò âíå ïðÿìîóãîëüíèêà

ñ âåðøèíàìè (0, 0), (j1, 0), (j1, j2), (0, j2).

Ðåøåíèÿ Cλ,µ
j1,j2

(k, l) ðàñïàäàþòñÿ íà ðåøåíèÿ íà äâóõ ïîäðåø¼òêàõ: áóäåì

íàçûâàòü ðåøåíèå �÷¼òíûì�, åñëè îíî ðàâíî íóëþ ïðè íå÷¼òíîì k+ l, è �íå÷¼ò-

íûì�, åñëè îíî ðàâíî íóëþ ïðè ÷¼òíîì k + l.

Íà ñàìîì äåëå, íåò íåîáõîäèìîñòè ðàçðåøàòü 9-òî÷å÷íîå ñîîòíîøåíèå: äî-

ñòàòî÷íî îïðåäåëèòü âîëíîâûå ôóíêöèè èç 5-òî÷å÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîäñòà-

âèòü â 9-òî÷å÷íîå è îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü λi îò µi. Åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü,

÷òî ïàðû (λi, µi) äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé j1 = j, j2 = 1
2 . Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ðàç-

äåëÿåòñÿ íà ÷¼òíóþ è íå÷¼òíóþ. ×¼òíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ψ = C0 + C1xy + C2x
2 + C3x

3y + . . . ,

êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì C−2 = C−1 = C2j+1 = 0 è

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

1

2
(α1 + (−1)kα2)(2j + 1− k)Ck−1 + (α3(j − k)(−1)k − µ)Ck

+
1

2
(α1 − (−1)kα2)(k + 1)Ck+1 = 0.

(3.38)
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Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé, íàõîäèì

C0 = 0, C1 = µ− jα3, C2 = µ2 − α3µ− α2
3j(j − 1)− 1

2
j(α1 − α2)

2, . . .

Íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ψ = B0y +B1x+B2x
2y +B3x

3 + . . . ,

êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì B−2 = B−1 = B2j+1 = 0 è

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

(α1 − (−1)kα2)(2j + 1− k)Bk−1 + 2(α3(k − j)(−1)k − µ)Bk

+ (α1 + (−1)kα2)(k + 1)Bk+1 = 0.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé,

B0 = 0, B1 = µ+ jα3, B2 = µ2 + α3µ− α2
3j(j − 1)− 1

2
j(α1 − α2)

2, . . .

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò âèä

Pj,1/2(µ) = C(2j + 1)B(2j + 1) = 0, degPj,1/2(µ) = 2(2j + 1).

Ïîëèíîì Pj,1/2(µ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì ïðè öåëûõ j â ñèëó òåîðåìû

Êðàìåðñà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå j + 1
2 ïîëóöåëîå.

3.5 Òåñò Ïåíëåâå è ñâîéñòâî ôàêòîðèçóåìîñòè (3.2)

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ñ êâàäðàòè÷íîé ãëàâíîé ÷àñòüþ

H = a(x)p2
1 + 2f(x, y)p1p2 + b(y)p2

2 + . . . (3.39)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ ãàìèëüòîíîâó äèíàìèêó

xt =
∂H

∂p1
, yt =

∂H

∂p2
, p1,t = −∂H

∂x
, p2,t = −∂H

∂y
. (3.40)

Àíàëèçèðóÿ âîçìîæíûå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ (òåñò Ïåíëåâå), ïîëó÷àåì, ÷òî

ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå âáëèçè îñîáåííîñòè äëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

x = x0 + x1(t− t0) + x2(t− t0)2 + . . . ,

y = y0 + y1(t− t0) + y2(t− t0)2 + . . . ,

p1 =
P−1
t− t0

+ P 0
1 + P 1

1 (t− t0) + . . . ,

p2 =
P−2
t− t0

+ P 0
2 + P 1

2 (t− t0) + . . . (3.41)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Γ(x, y) = f(x, y)2 − a(x)b(y),

Γ1(x, y) = ∂yΓ(x, y) + 2a(x)∂xf(x, y)− a′(x)f(x, y),

Γ2(x, y) = ∂xΓ(x, y) + 2b(y)∂yf(x, y)− b′(y)f(x, y).

Ïðè ïîäñòàíîâêå ðÿäîâ (3.41) â óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (3.40) âîçíèêàþò ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ:

Γ(x0, y0) = 0, Γ1(x0, y0)Γ2(x0, y0) = 0.

Ïðè ýòîì

P−1 = − f(x0, y0)

∂y0Γ(x0, y0)
, P−2 =

a(x0)

∂y0Γ(x0, y0)
èëè

P−1 =
b(y0)

∂x0Γ(x0, y0)
, P−2 = − f(x0, y0)

∂x0Γ(x0, y0)
.

Òàêèì îáðàçîì, (x0, y0) ∈ Γ
⋂

Γ1 6= Γ èëè (x0, y0) ∈ Γ
⋂

Γ2 6= Γ. Åñëè àëãåá-

ðàè÷åñêèå êðèâûå Γ è Γi èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ (x0, y0), òî

òåñò Ïåíëåâå íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå â ðåøåíèè (3.41) íå õâà-

òàåò ïàðàìåòðîâ (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîîðäèíàò íå ïðîèçâîëüíû). Äðóãàÿ

âîçìîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ïåðåñå÷åíèé Γ
⋂

Γ1 èëè

Γ
⋂

Γ2 ÿâëÿåòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, îïèñûâàåìîé íåêîòî-

ðûì óðàâíåíèåì w(x, y) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëèíîì w(x, y) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

ïîëèíîìà Γ(x, y), ÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó (3.2).

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî ôàêòîðèçóåìîñòè (3.2) äîêàçûâàåòñÿ, â êëàññè-

÷åñêîì ñëó÷àå, ïðè ïîìîùè òåñòà Ïåíëåâå. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

(3.1) ýòî ðàññóæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèìåíèìî, íî, ïîñêîëüêó êîýôôè-

öèåíòû ãëàâíîé ÷àñòè ïðè ïåðåõîäå ê êëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó íå ìåíÿþòñÿ, òî

ñâîéñòâî ôàêòîðèçóåìîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûì è äëÿ êâàíòîâîãî ñëó-

÷àÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì âîë÷êà Ñòåêëîâà, äëÿ êîòîðîãî

b = 0, â îñòàëüíûõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ãàìèëüòîíèàíû èìåþò âèä (3.39)

ñ a 6= 0, b 6= 0. Â ýòèõ ïðèìåðàõ ôàêòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî Γ
⋂

Γ1 =

Γ
⋂

Γ2, áîëåå ñèëüíîå ÷åì (3.2).

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè êîììóòèðóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïå-

ðàòîðû ñïåöèàëüíîãî òèïà, ñâÿçàííûå ñ êâàíòîâûìè àíàëîãàìè èíòåãðèðóåìûõ

âîë÷êîâ. Äëÿ âîë÷êîâ Ì.Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå, Ñîêîëîâà, à òàêæå äëÿ äðóãèõ

âîë÷êîâ ïîëó÷åíû èõ êâàíòîâûå àíàëîãè.
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Ãëàâà 4

Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà

Â ýòîé ãëàâå áóäåò èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà

(ÏÁ) ëàãðàíæåâûõ ñèñòåì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë äåé-

ñòâèÿ S =
∫
dtL[q], ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L ìîæåò çàâèñåòü îò âåëè÷èíû q(x, t) è åå ïðîèçâîäíûõ (ìû â îñíîâíîì áóäåì

ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûå ñèñòåìû).

Òàêæå â ýòîé Ãëàâå áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäàòüñÿ ñëó÷àé èíòåãðèðóåìûõ

îáîáùåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, à òàêæå âîçìîæíîñòü îáîáùå-

íèÿ ìåòîäà íà ñëó÷àé âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èíòåãðèðó-

åìîñòè èñïîëüçóåòñÿ ôàêò íàëè÷èÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà îïðåäåëåííîãî

âèäà ó ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì, ÷òî ïðèâîäèò ê �ôèêñèðîâàíèþ êàëèáðîâêè� -

÷èñëî ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñèëüíî óìåíüøàåòñÿ.

Â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì õîðîøî èçâåñòíî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

Øðåäèíãåðà (ÍØ), à òàêæå ðÿä îáîáùàþùèõ åãî ñèñòåì, êîòîðûõ èçâåñòíî

íåñêîëüêî äåñÿòêîâ. Íàèáîëåå ïîëíûé ñïèñîê òàêèõ ñèñòåì áûë ïîëó÷åí â çíà-

ìåíèòîé ðàáîòå Ìèõàéëîâà, Øàáàòà è ßìèëîâà [108], êîòîðûé áûë ïîëó÷åí ñ

ïîìîùüþ ñèììåòðèéíîãî ìåòîäà. Ñóùåñòâóåò ìíîãî êðèòåðèåâ èíòåãðèðóåìî-

ñòè òàêèõ ñèñòåì, êîòîðûå, ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó åñòå-

ñòâåííî âûáðàòü òàêîé êðèòåðèé, êîòîðûé, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëèò âûäåëÿòü

òîëüêî äåéñòâèòåëüíî ðàçëè÷íûå ñèñòåìû, ñ äðóãîé ñòîðîíû ýòîò êðèòåðèé íå

äîëæåí çàòåíÿòü ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó èíòåãðèðóåìîñòè ýòèõ ñèñòåì.

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè H, L, F � ãàìèëüòîíèàí,

ëàãðàíæèàí è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî, à ñèìâîëàìè H,L, F � ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Â òåõ ìå-

ñòàõ òåêñòà, ãäå ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèþ, ìà áóäåì èñïîëüçîâàòü

âûðàæåíèå �ãàìèëüòîíèàí� âìåñòî �ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà� è.ò.ï.
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Êðîìå òîãî, ìû áóäåì çàïèñûâàòü Ĥ = H, åñëè Ĥ −H ∈ =Dx, è, àíàëî-

ãè÷íî äëÿ äðóãèõ ïëîòíîñòåé.

Â äàííîé Ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé: ñóùåñòâóåò êàíîíè-

÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, íå ìåíÿþùåå âàðèàöèþ ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû, òåì

ñàìûì âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ δS = δ
∫
dtdx(pqt −H) èíâàðèàíòíà, à çíà÷èò ïîëó-

÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áåêëóíäà (ÏÁ) (î ñâÿçè ÏÁ

è ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ñì. [110] ) äëÿ äàííîé ñèñòåìû, ò.å. ïåðåâîäèò îäíî

ðåøåíèå â äðóãîå.

Öåëüþ ýòîé Ãëàâû ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëüêî ïîñòðîåíèå ïîëíîé êëàññèôèêàöèè

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (õîòÿ îíà áóäåò ïîëó÷åíà äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì òèïà

ÍØ â ïðîñòîì è ñæàòîì âèäå), ñêîëüêî âûÿâëåíèå èõ äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé

â ôèçè÷åñêè ÿñíîé ôîðìå, èãðàþùèõ â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïî÷òè

òàêóþ æå ðîëü, êàê è íåïðåðûâíûå ñèììåòðèè â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ.

Â êîíöå Ãëàâû ìû ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ìåòîäà íà äâóìå-

ðèå, â ÷àñòíîñòè ïðèâåäåì âèä ãàìèëüòîíèàíà è ÏÁ äëÿ ñèñòåìû Äýâè-Ñòþàðòñîíà

è ïîñòðîèì îêòàýäðè÷åñêóþ ðåøåòêó ÏÁ ýòîé ñèñòåìû.

4.1 �u-v� ñèñòåìû òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Øðåäèíãåðà

Äëÿ äàëüíåéøåé ôîðìóëèðîâêè ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ÏÁ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ,

ðàññìîòðèì ñîâìåñòíûå ñèñòåìû âèäà:

ut = uxx + F (ux, vx, u, v)

−vt = vxx +G(ux, vx, u, v)
(4.1)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå

F = uv2, G = u2v, u = ψ, v = ψ∗

ñèñòåìà (4.1) ïåðåõîäèò â îáû÷íîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Ïðèâå-

äåì åùå îäèí èíòåðåñíûé ïðèìåð - ïðè ïîäñòàíîâêå [108]

n− = 2/(u− v), n+ = −2uv/(u− v), n3 = (u+ v)/(u− v)

� èçâåñòíàÿ ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà (èëè ìîäåëü n− ïîëÿ - ~nt = ~nxx×~n) ïåðåõîäèò

â u − v ñèñòåìó, åñëè F = −2u2
x/(u − v), G = 2v2

x/(u − v). Îáû÷íûé ïóòü

äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòè - ïðèìåíåíèå ñèììåòðèéíîãî ìåòîäà.
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Ìû, îäíàêî, ïåðåéäåì ñðàçó ê âûâîäó ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà, èñïîëü-

çóÿ ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà,

à èìåííî: qt = δH
δp , ñðàçó ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óðàâíåíèé u − v ñèñòåìû (4.1),

(íàïðèìåð, íà v). Óæå ýòî òðåáîâàíèå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò âèä ãàìèëüòîíèàíà:

H = pxqx + h(qx, q, p), (4.2)

çäåñü q = v, èìïóëüñ p íåîáõîäèìî âûðàçèòü ÷åðåç u è v, íî âàæíî, ÷òî ôóíêöèÿ

h íå çàâèñèò îò px.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò è äóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ê (4.2), à èìåííî:

Ĥ = −p̃xq̂x + ĥ(q̂x, q̂, p̃),

q̂ = u, p̃ = p̃(u, v),
(4.3)

êîòîðîå ïðè âàðüèðîâàíèè ïî p̃ äàåò óðàâíåíèå íà u ñèñòåìû (4.1).

×òîáû åùå áîëüøå êîíêðåòèçèðîâàòü âèä ãàìèëüòîíèàíà, à òàêæå ñâÿçàòü

ãàìèëüòîíèàíû H è Ĥ, ïîñòðîèì ÏÁ:

1. Ñóùåñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà (ÏÁ) B(p, q) = (p̂, q̂), ñîõðàíÿþùèå

âàðèàöèþ ãàìèëüòîíèàíà è ñêîáêè Ïóàññîíà èíâàðèàíòíûìè (â ñëó÷àå ñè-

ñòåì òèïà ÍØ ñêîáêè Ïóàññîíà ìîæíî âñåãäà âûáðàòü êàíîíè÷åñêèìè, íî

òåõíè÷åñêè áîëåå óäîáíî íå ñëåäèòü çà ñêîáêàìè, à ïîòðåáîâàòü èíâàðèàíò-

íîñòü âðåìåííîé ÷àñòè äåéñòâèÿ, â äàííîì ñëó÷àå - pqt).

2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè äâóõ ïðåîáðàçî-

âàíèé Bp è Bq, òàêèõ ÷òî:

Bq(p, q) = (p̃, q̂) : p = δS[q,q̂]
δq , p̃ = −δS[q,q̂]

δq̂

Bp(p̃, q̂) = (p̂, q̂) : p̂ = p̃+ δT [q̂]
δq̂

B = BpBq.

(4.4)

3. Äóàëüíîñòü. Ãàìèëüòîíèàí ïîä äåéñòâèåì Bp è Bq ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

H(p, q)→ Ĥ(p̃, q̂)→ H(p̂, q̂). (4.5)

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïðîñòåéøåå ÏÁ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì p̃ = p. Â ýòîì ñëó÷àå

âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ Bq ñèëüíî óïðîùàåòñÿ:

Bq(p, q) = (p, q̂) : q = q̂ +
δT̃ [p̂]

δp̂
. (4.6)
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Äóàëüíîñòü â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò íå òîëüêî ïåðåìåíó çíàêà ïåðåä ñòàðøèì

÷ëåíîì â ãàìèëüòîíèàíå, íî è ñõîæèé âèä âèä ïðåîáðàçîâàíèé Bp è Bq.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ýòîò ïðîñòåéøèé âèä ÏÁ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíèà-

íà, à çàòåì îáîáùèì ÏÁ.

4.1.1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà è ãàìèëüòîíèàíû u− v

ñèñòåì

Èç-çà âèäà Bp, ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè ïî p :

H = pxqx + a(qx, q)p
2 + b(qx, q)p+ c(qx, q). (4.7)

Ìîæíî ðàçäåëèòü âñå ãàìèëüòîíèàíû (4.7) íà äâà êëàññà:

1. Cèñòåìû c òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ

Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû a, b è c íå çàâèñÿò îò q, à òîëüêî îò qx. Ýòè

ñèñòåìû îáëàäàþò çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ òèïà �ïëîòíîñòü-òîê�, ÏÁ îñîáåííî

ïðîñòû:

Bp :
δT

δq
=

qxx
a(qx)

. (4.8)

Äóàëüíîñòü â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä p→ qx. Èòàê, ïðèâåäåì ñàìûé îáùèé

âèä èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ :

H = pxqx + p2a(qx) + pb(qx) + c(qx). (4.9)

Èç-çà äóàëüíîñòè ôóíêöèè a, b, c− ïîëèíîìû âòîðîé ñòåïåíè ïî qx, à èìåííî

a(x) = −(ε0x
2 + ε2x+ ε3), b(x) = −ε1x2, c(x) = −ε5x2. (4.10)

Òàêîé âûáîð îáóñëîâëåí ñîãëàñîâàíèåì ãàìèëüòîíèàíîâ ýòîãî è ñëåäóþùåãî

Ðàçäåëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû îïóñòèëè ïëîòíîñòè p qx, p, qx, ïîñêîëüêó

ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíòåãðàëû êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì (4.7). Âèä

ïðåîáðàçîâàíèÿ Bq ìû îïðåäåëèì ïîçäíåå.

2. Ñèñòåìû áåç òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áîëåå

ñëîæíûå ïðèìåðû èíòåãðèðóåìûõ u − v ñèñòåì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû b è c çàâèñÿò ëèøü îò q, íî íå îò qx. ×òî êàñàåòñÿ
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âåëè÷èíû a, òî îíà ðàâíà: a = q2
x + r(q). Ãàìèëüòîíèàí â ýòîì ñëó÷àå èìååò

âèä:

H = pxqx − p2q2
x − p2r(q)− pr

′(q)

2
− r′′(q)

12
. (4.11)

ÏÁ è â ýòîì ñëó÷àå äîâîëüíî ïðîñòû:

p = p̂+
q̂xx + 1

2r
′(q̂)

q̂2
x + r(q̂)

, q = q̂ − 1

p
.

Ìû ïîëó÷èëè âàæíûé ðåçóëüòàò: íà ãàìèëüòîíîâîì ÿçûêå ñóùåñòâóåò òîëüêî

äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òèïà ÍØ êâàäðàòè÷íûå ïî p è qx, à èìåííî (4.9)

ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è (4.11) áåç òàêîâîãî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü,

êàêèå u−v ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñîîòâåò-

ñòâèå (p, q)→ (u, v). Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû îáñóäèì âîçìîæíûå âàðèàíòû,

à òàêæå óêàæåì ñîîòâåòñòâóþùèå u− v ñèñòåìû.

4.1.2 Ïåðåõîä ê u− v ñèñòåìàì

Ýòîò ïåðåõîä âîçìîæåí äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè - ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé

p = p̂, ëèáî ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé. Êîíå÷íî, ïåðâûé ïóòü áîëåå ïðîñò,

p = h(u − v), è ìû ñðàçó ïðèâåäåì îòâåòû äëÿ ñëó÷àåâ ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà:
ut = uxx + 2a(ux)h(u− v) + b(ux)

−vt = vxx + 2a(vx)h(u− v) + b(vx),
(4.12)

ãäå h′ = ε0h
2 + ε1h+ ε5, è ìîäåëü Ëàíäàó-Ëèôøèöà [108]:

ut = uxx − 2u
2
x+r(u)
u−v + r′(u)

2

−vt = vxx + 2v
2
x+r(v)
u−v + r′(v)

2 ,
(4.13)

ãäå r− ïîëèíîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñà-

ìîå íåòðèâèàëüíîå îáîáùåíèå ÍØ - ñëó÷àé áåç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

è ñ åãî íåòðèâèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò u è v− - îáîáùåííóþ ìîäåëü Ëàíäàó

- Ëèôøèöà, à â ýòîì Ðàçäåëå âûâåäåì ýòó çàâèñèìîñòü äëÿ p è p̃ è ïîñòðîèì

�ìàãíèòíûå� u − v ñèñòåìû ñ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ T̃ [q, q̂] ëèíåéíî çàâèñèò îò qx
(èëè îò q̂x). Òîãäà èìïóëüñû p è p̃ èìåþò âèä:

p = f(u− v)ux + g(u− v)

p̃ = f(u− v)vx + g(u− v).
(4.14)
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Ïðåîáðàçîâàíèå Bq ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ:

δH(p, q) = δĤ(p̃, q̂), (4.15)

÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì íà ôóíêöèè f è g :

f ′ = −ε2f 2 + ε1f + 2ε0f g, g′ = ε0g
2 + ε1g − ε3f 2 + ε5. (4.16)

Óðàâíåíèÿ ′′u− v′′ ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

ut = uxx + 2a(ux)(f(u− v)vx + g(u− v)) + b(ux)

−vt = vxx + 2a(vx)(f(u− v)ux + g(u− v)) + b(vx).
(4.17)

4.1.3 Ãàìèëüòîíèàí è ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííîé

ìîäåëè ËË

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ìîäåëü Ëàíäàó-Ëèôøèöà (ÎËË) (ñì. íàïðèìåð [108])

â âèäå u− v ñèñòåìû:

ut = uxx + 1
h
(2vx − hu)(u

2
x + r(u)) + r′(u)

2

−vt = vxx − 1
h
(2ux + hv)(v

2
x + r(v)) + r′(v)

2 .
(4.18)

Çäåñü h(u, v)− ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè 2 ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ,

r(u) = 1/4(2hvvh− h2
v).

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (4.18) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ ïàð óðàâíåíèé

Ãàìèëüòîíà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

q = v, p = −1
h
(q̂x +

hq
2 )

q̂ = u, p̂ = −1
h
(qx − hq̂

2 )

h = h(q̂, q),

(4.19)

Ïîñòðîèì òåïåðü äâà ãàìèëüòîíèàíà:

H = pxqx − p2(q2
x + r(q))− pr

′(q)
2 −

r′′(q)
12

Ĥ = −p̂xq̂x − p̂2(q̂2
x + r(q̂)) + p̂r

′(q̂)
2 −

r′′(q̂)
12 .

(4.20)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âàðüèðîâàíèå H ïî p äàåò óðàâíåíèå íà v ñèñòåìû

(4.18), àíàëîãè÷íî, âàðüèðîâàíèå Ĥ ïî p̂ äàåò óðàâíåíèå íà u, íî ñàìîå ãëàâíîå,

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ ãàìèëüòîíèàíû H è Ĥ

ñîâïàäàþò:

Ĥ(p̂, q̂) = H(p, q), (4.21)
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áîëåå òîãî, ñîâïàäàþò è ëàãðàíæèàíû: L̂ = L.

Î÷åâèäíî, ÷òî íóæíî ñäåëàòü íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ: êàçàëîñü áû, ÷òî

åñòåñòâåííî âûáðàòü îäèí èç ãàìèëüòîíèàíîâ, íàïðèìåð H, ïðîâàðüèðîâàòü
åãî ïî p è q, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ñðàçó ñèñòåìó (4.18). Íà ýòîì ïóòè âîçíèêà-

þò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè: óðàâíåíèå íà v ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó, à âìåñòî óðàâ-

íåíèÿ íà u ìû ïîëó÷èëè áû åãî êîâàðèàíòíîå ñëåäñòâèå (ò.å.óðàâíåíèå âèäà

(∂x − f)(ut − uxx − F (ux, vx, u, v)) = 0 -ñì. (4.1)). Ñðàâíèâàÿ òåïåðü (4.11) è

(4.20), ìû âèäèì, ÷òî íà ãàìèëüòîíîâîì ÿçûêå ñèñòåìû (4.13) è (4.18) ñîâïàäà-

þò.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà:

p̂(U, V )− p(u, v) =
vxx + r′(v)/2

v2
x + r(v)

, U = v (4.22)

ïåðåâîäÿò ðåøåíèå (u, v) ñèñòåìû (4.18) â ðåøåíèå (U, V ).

4.1.4 Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ

Ìû èñïîëüçîâàëè èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Áåê-

ëóíäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è èõ ÏÁ. Ïîñêîëüêó ýòè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ïðåäïîëàãàëèñü êàíîíè÷åñêèìè, èíâàðèàíòíîñòü âàðèàöèè äåéñòâèÿ

ýêâèâàëåíòíà èíâàðèàíòíîñòè âàðèàöèè ãàìèëüòîíèàíà, êðîìå òîãî, òàêîé âû-

áîð ÏÁ ñèëüíî óìåíüøèë (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåí) ñïèñîê èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

ïóòåì ôèêñèðîâàíèÿ êàëèáðîâêè. Ìåòîä ëåãêî ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê òàêèì

îäíîìåðíûì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì êàê ÊäÔ, Sine-Gordon, è.ò.ä, à êðîìå

òîãî, âèäåí ïóòü îáîáùåíèÿ ìåòîäà íà äâóìåðèå. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî â äâóìåð-

íîì ñëó÷àå óæå íå õâàòàåò òîëüêî ïàðû ïåðåìåííûõ p è q− íåîáõîäèìî ââîäèòü

íåëîêàëüíûå ïåðåìåííûå (ñð. ñ [139]). Ïðèâåäåì êîíêðåòíûé ïðèìåð: õîðîøî

èçâåñòíàÿ äâóìåðíàÿ u− v ñèñòåìà Äýâè-Ñòþàðòñîíà

ut = uxx + 2(uV )x,

vt = −vxx + (V 2)y + 2ux, Vy = vx
(4.23)

èìååò ïðîñòîå ãàìèëüòîíîâî ïðåäñòàâëåíèå:

H = pxqx + p q2
x + pPx, (4.24)

ïðè ýòîì Py = p, v = qy, u = p, êîòîðîå âïîëíå óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó,

îïèñàííóþ âûøå, åñëè çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíû a, b, c â (4.7) ìîãóò áûòü íå
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òîëüêî ôóíêöèÿìè, íî è ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè - â äàííîì ñëó÷àå

a = ∂x∂
−1
y .

Ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà ïîçâîëÿþò ðàçìíîæàòü ðåøåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì, ÷òî óêàçûâàåò íà èõ èíòåãðèðóåìîñòü, êðîìå òîãî

ñ ÏÁ òåñíî ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû [111], ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü ñî-

ãëàñîâàííûå ïàðû ñêîáîê Ïóàññîíà è ïðîâîäèòü ñòàíäàðòíóþ ñõåìó Ëåíàðäà -

Ìàãðè [84] ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ïî-âèäèìîìó, ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí, íàïðèìåð, ê êëàññèôèêàöèè

âîçìîæíûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ â äåéñòâèè íåêîòîðîé òåîðèè ïîëÿ. Ðàññìîò-

ðèì, ê ïðèìåðó, ôóíêöèîíàë Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (ÃË) ñ çàâèñèìîñòüþ îò âðå-

ìåíè. Âûáîð êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ â ýòîì ôóíêöèîíàëå åäèíñòâåííûé - êàê

è â îáû÷íîì ÍØ, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î âûñøèõ ÷ëåíàõ. Êîíå÷íî, ðàçâèòàÿ

òåîðèÿ íå èìååò ïðÿìîãî îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé â ñèì-

ìåòðè÷íîì (ïî ïðîèçâîäíûì) ñëó÷àå, îäíàêî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âèä

âàêóóìíûõ ðåøåíèé ÃË âäàëè îò òî÷êè ïåðåõîäà, ãäå è âàæíû âûñøèå ÷ëåíû,

ìîæåò áûòü îöåíåí èç îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ. Ïðèìåð, ãäå òàêîå ïðîäîëæåíèå

ðàáîòàåò, åñòü - â íåóïîðÿäî÷åííîì ìåòàëëå, âäàëè îò êðàÿ ïîäâèæíîñòè, îñ-

íîâíîé âêëàä â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ïðîèñõîäèò îò ñèììåòðè÷íîãî èíñòàíòîíà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àñèìïòîòèêà è âêëàä â äåéñòâèå äëÿ òàêîãî èíñòàíòî-

íà, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà, îäèíàêîâî äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè è îïðåäåëÿåòñÿ

ñèììåòðèåé ÷ëåíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òàêèì îáðàçîì, ïðîàíàëèçèðîâàâ ñèì-

ìåòðèþ òàêèõ ÷ëåíîâ, îïèðàÿñü íà ðàçâèòûé âûøå ìåòîä, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ

ïðîäîëæèòü òåîðèþ ÃË ñ âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ íà îáëàñòü âäàëè îò òî÷êè

ïåðåõîäà.

4.2 Ãàìèëüòîíîâà òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà

4.2.1 Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â ýòîì Ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà â êàíîíè÷åñêîé ôîð-

ìå. Áóäóò ðàññìîòðåíû ëàãðàíæèàíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì. Áóäóò ïî-

ñòðîåíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Áåêëóíäà. Áó-

äåò ïðåäñòàâëåíî íîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè.

Áîëüøàÿ ÷àñòü ïðèìåðîâ ñâÿçàíà ñ óðàâíåíèÿìè èç èçâåñòíîãî ñïèñêà
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[108] ñèñòåì âèäà

ut = A(u)uxx +B(u,ux), detA 6= 0, u = (u1, u2), (4.25)

îáëàäàþùèõ âûñøèìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò êëàññ ñîäåðæèò

ÍØ è óðàâíåíèå Áóññèíåñêà

qtt + qxxxx + qxqxx = 0. (4.26)

Â ýòèõ ïðèìåðàõ ïðîèçâîäíàÿ qt âõîäèò â ëàãðàíæèàí êâàäðàòè÷íî.

Îñòàëüíûå ïðèìåðû ñâÿçàíû ñ óðàâíåíèÿìè òèïà ÊäÔ, â êîòîðûõ ïðîèç-

âîäíàÿ qt âõîäèò â ëàãðàíæèàí ëèíåéíî.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî çíàìåíèòàÿ îäåâàþùàÿ öåïî÷êà [159]

fj,x + fj+1,x = f 2
j − f 2

j+1 + αj (4.27)

âîçíèêëà èìåííî ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ

ÊäÔ.

Êàê öåïî÷êè, òàê è íåïðåðûâíûå óðàâíåíèÿ, îáëàäàþò ëàãðàíæåâîé ñòðóê-

òóðîé. Ãðóáî ãîâîðÿ, íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ, êàê ñâÿçàíû ýòè äâå ñòðóêòóðû.

Ãðóáî æå, ìîæíî îòâåòèòü òàê: âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñäâèã â öåïî÷êå ÿâëÿåòñÿ êàíî-

íè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, ñîõðàíÿþùèì ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ.

Ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè ìîæíî ñêàçàòü è íàîáîðîò: óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ çàäàåò âàðèàöèîííóþ ñèììåòðèþ öåïî÷êè.

Ñíà÷àëà îáñóäèì îáùóþ ñõåìó íà ïðèìåðå ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (4.25).

Ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùåé è îõâàòûâàåò øèðîêèé êëàññ âàðèàöè-

îííûõ çàäà÷ âèäà

δ

∫
dt dxΦ(qt, qxx, qx, q) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ëàãðàíæèàíû ñ ïëîòíîñòÿìè Φ

Φ = (qt + qxx)
2 + q3

x,
1

2
(qt + qxx− q2

x)
2,

(qt + qxx − 1
2R
′(q))2

4(q2
x −R(q))

+
1

12
R′′(q) (4.28)

îòâå÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèþ Áóññèíåñêà, íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþØðå-

äèíãåðà è àíèçîòðîïíîé ìîäåëè Ëàíäàó-Ëèôøèöà.

Ïëîòíîñòü H[p, q] = H(p, qxx, qx, q) ãàìèëüòîíèàíà ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ

ëàãðàíæèàíà Φ ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè

H = qtΦqt − Φ, Φ = pHp −H, (p = Φqt).
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Îòìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà

p→ p+ αqxx (4.29)

õîòÿ è ìåíÿåò âèä ãàìèëüòîíèàíà, íå îòðàæàåòñÿ íà èñõîäíîì q-óðàâíåíèè.

Â èçëàãàåìîé òåîðèè ðîëü öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó èãðàåò öåïî÷êà

ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà

. . . (pn−1, qn−1)→ (pn, qn)→ (pn+1, qn+1) . . . , (4.30)

ïåðåâîäÿùèõ ðåøåíèå ãàìèëüòîíîâñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

qt =
δH[p, q]

δp
, pt = −δH[p, q]

δq
(4.31)

ñíîâà â ðåøåíèå. Äëÿ óäîáñòâà ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ q̂ = qn+1, q =

qn, q̌ = qn−1.

Àíàëîã ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Äàðáó (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå (p, q)→ (p̂, q̂) ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-

öèè F [q, q̂] :

p =
δF [q, q̂]

δq
, p̂ = −δF [q, q̂]

δq̂
, (4.32)

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôóíêöèÿ F [q, q̂] = F(q, qx, q̂, q̂x) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

(4.31), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ σ[q, q̂] òàêàÿ, ÷òî

Ĥ[p̂, q̂]−H[p, q] =
d

dx
σ[q, q̂], (4.33)

ãäå p, p̂ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (4.32), ëèáî â îáùåì ñëó÷àå âûïîëíåíî ñîîòíî-

øåíèå

δ(Ĥ[p̂, q̂]−H[p, q]) = 0. (4.34)

Â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóë

pn =
δF [qn, qn+1]

δqn
= −δF [qn−1, qn]

δqn
⇒ δF [qn, qn+1]

δqn
+
δF [qn−1, qn]

δqn
= 0

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðèâîäèò íàñ ê ëàãðàíæåâîé ôîðìå öåïî÷êè è çàäàåò

ïëîòíîñòü F [qn, qn+1] ëàãðàíæèàíà:

δ

∫
dx
∑
n

F [qn, qn+1] = 0. (4.35)

Â ðàáîòå [4] áûëà ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà, íî ïëîòíîñòü F íå ñâÿçûâà-

ëàñü ñ ïëîòíîñòüþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Ïðèìåð 4.3. Ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = −pqxx + pq2
x + p2 (4.36)

èìååò ñëåäóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåê-

ëóíäà

F = −1

2
q̂2
x + αqxe

q̂−q +
1

2
α2e2(q̂−q) + βeq̂−q.

Ïðè α = 0, β = 1 ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàí öåïî÷êè Òîäû (4.35), â îáùåì ñëó÷àå

- ëàãðàíæèàí ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè Òîäû.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (4.36) èçîìîðôíà íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðå-

äèíãåðà: ïðè çàìåíå q = − logψ, p = ψ∗ψ ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H = −ψ∗xψx + (ψ∗ψ)2.

Ñêîáêè Ïóàññîíà - êàíîíè÷åñêèå - {ψ∗(x), ψ(x′)} = δ(x− x′).

Ïðèìåð 4.4. Ñèñòåìà Ëåâè ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = −pqxx + pq2
x + p2qx

èìååò ñëåäóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåê-

ëóíäà

F = q̂x log(q̂x)− qx log(αeq̂−q + β) + δeq̂−q.

Ïðè α = 0, β = 1, δ = 1 ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàí öåïî÷êè Âîëüòåððû (4.35), â

îáùåì ñëó÷àå - ëàãðàíæèàí ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè Âîëüòåððû.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (4.32) äëÿ èìïóëüñîâ â (4.33), ìû ïîëó÷èì îïðåäå-

ëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè F è ãàìèëüòîíèàíà H, ê ðàçðå-

øåíèþ êîòîðîãî ñâîäèòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè. Ðàçóìååòñÿ, â ïîëíîì îáúåìå

ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé è çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåêîòîðûìè

ïîäêëàññàìè óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ, ñèëü-

íî îáëåã÷àþùåãî çàäà÷ó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò ÿâíî îò q

(÷òî îòâå÷àåò èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ q → q + const).

Äðóãèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ìîæåò ñëóæèòü ïðåäïîëîæåíèå î êâàäðà-

òè÷íîñòè ãàìèëüòîíèàíà ïî p:

H = G(qx, q)p
2 + (A(qx, q)− qxx)p+B(qx, q). (4.37)
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Ñîîòâåòñòâóþùèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè

L =

∫
dx (

1

2G
(A− qxx − qt)2 − 2B)

è îïèñûâàþò íüþòîíîâñêóþ äèíàìèêó îäíîìåðíîãî îáúåêòà (ñòðóíû) ñ ïëîòíî-

ñòüþ ρ = G−1 è äèñïåðñèåé ω = ±k2. Â äàííîì ñëó÷àå, îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

ñâîäèòñÿ â ãëàâíîì ê ñèñòåìå

Faa(GFaa+1) = ĜF 2
ab, GF 2

ab = Fbb(ĜFbb−1), (GFaa−ĜFbb+1)Fab = 0, (4.38)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå qx = a, q̂x = b.

4.2.2 Óðàâíåíèÿ òèïà ÍØ è öåïî÷êè òèïà Òîäû

Óðàâíåíèÿ (4.38) ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì òèïàì ñèñòåì (4.37) ïðè

Fab = 0 è Fab 6= 0. Â ñëó÷àå Fab = 0 ïîëó÷àåì îáîáùåííûå öåïî÷êè Òîäû (ñì.

[8, 138, 160]), ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

F = f(a, q) + aα(q, q̂) + bβ(q, q̂) + γ(q, q̂),

σ = r(a, q) + abh(q, q̂) + γqa− γq̂b+ ρ(q, q̂),
(4.39)

ïðè÷åì Gfaa = −1, ra = fq − afaq − Afaa, h = βq − αq̂.
Ïîäñòàâëÿÿ (4.39) â (4.33), èìååì

a2bhq + ab2hq̂ + a(rq + γqqa+ ρq) + b(ρq̂ − γq̂q̂b) =

= (faqa− fq − γq − bh)[G(faqa− fq − γq − bh)− A]+

+B − B̂ − (ah− γq̂)[Ĝ(ah− γq̂) + Â].

(4.40)

Èç (4.40) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî Gaaa = Ĝbbb = 0.

Ïðèìåð 4.5. Â êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ ðàçáåðåì ïîäðîáíî ñëó÷àé áåç

ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò q. Â ýòîì ñëó÷àå

H = pqxx + ε0p
2q2
x + ε1pq

2
x + ε2p

2qx + ε3p
2 + ε4pqx + ε5q

2
x + ε6p, (4.41)

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ẑ è óðàâíåíèå (4.33) äàåò

F (z, y) = W (z) + zV (y) + U(y), y = q̂ − q, z ≡ qx.



121

Èìïóëüñû çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

p = −cqxx − aq̂x − b, p̂ = −aqx − b,

ãäå a = V ′, b = U ′, c = W ′′. Óñëîâèå Ĥ − H ∈ =Dx ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì

óðàâíåíèÿì íà ýòè ôóíêöèè:

1/c = ε0q
2
x + ε2qx + ε3, a′ = ε2a

2 − 2ε0ab+ ε1a, b′ = ε3a
2 − ε0b

2 + ε1b− ε5.

Ñèñòåìà íà a è b äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë:

−ε5 + ε1b− ε0b
2 + ε2ab− ε3a

2 = aµ

è ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíûé ñïè-

ñîê öåïî÷åê òèïà Òîäû (ñëó÷àé a = 0) è ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè Òîäû (a 6= 0).

Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ µ íå âõîäèò â óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

(êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè ε), è ïðè èòåðàöèè ÏÁ åå ìîæíî

âûáèðàòü íåçàâèñèìî íà êàæäîì øàãå, êàê è ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð â ïðåîá-

ðàçîâàíèè Äàðáó.

Óòâåðæäåíèå 4.6. Â îáùåì ñëó÷àå Fab = 0

F (qn,x, qn+1, qn) = W (qn,x, qn) + qn,xV (qn+1, qn) + U(qn+1, qn). (4.42)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëè Ëàíäàó-Ëèôøèöà (ñì. (4.28)) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ W = W (z, q) îïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûì

W =
1

2
√
R

[(
√
R + z) log(

√
R + z) + (

√
R− z) log(

√
R− z)], Wzz =

1

R(q)− z2
,

à ôóíêöèè U è V çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

V = 0, U = − log(q1 − q), (4.43)

Vq1 = − 1

2r(q1, q)
, U =

1

2
log r(q1, q), (4.44)

ãäå â îáîèõ ñëó÷àÿõ R(u) åñòü ìíîãî÷ëåí íå âûøå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, r(u, v) �

ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå 2 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì R

ÿâëÿåòñÿ åãî äèñêðèìèíàíòîì

R(u) = r2
v − 2rrvv, r(u, v) = r(v, u), ruuu = 0. (4.45)
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4.2.3 Óðàâíåíèÿ òèïà Áóññèíåñêà

Â ñëó÷àå Fab 6= 0 óðàâíåíèÿ (4.38) ýêâèâàëåíòíû ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå

FaaFbb = F 2
ab, G(a)Faa − Ĝ(b)Fbb + 1 = 0. (4.46)

Îáîçíà÷èì y = Faa, òîãäà Fbb = (Gy + 1)/Ĝ, F 2
ab = y(Gy + 1)/Ĝ. Èç óñëîâèé

ñîâìåñòíîñòè Fbba = Fabb, Faba = Faab íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ya, yb
(îïðåäåëèòåëü ëèíåéíîé ñèñòåìû íå ðàâåí íóëþ). Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè yab =

yba îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ðàâåíñòâó Ĝbb = Gaa, òî åñòü ôóíêöèè Ĝ è G

êâàäðàòè÷íû, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Äàëåå, óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ y

óäàåòñÿ ñèëüíî óïðîñòèòü â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè:

u = ĜG+
Ĝ

4y(Gy + 1)
= ĜG+

1

4F 2
ab

, u2
a = Ĝ2

bu, u2
b = G2

au.

Åñëè u 6= 0, òî çàìåíà v =
√
u äàåò 2va = Ĝb, 2vb = Ga, è ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå

â âèäå

G = g2a
2 + 2g1a+ g0, Ĝ = g2b

2 + 2ĝ1b+ ĝ0,

v = g2ab+ ĝ1a+ g1b+ c, w = v2 − ĜG

Faa = − 1

2G

(
v√
w

+ 1

)
, Fbb = − 1

2Ĝ

(
v√
w
− 1

)
, Fab =

1

2
√
w
,

îòêóäà F íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì. Ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ c ñëåäóåò

âûáèðàòü òàê, ÷òîáû w 6= 0.

Â ñëó÷àå u = 0 èìååì 2Faa = 1/G, 2Fbb = 1/Ĝ, 4F 2
ab = −1/ĜG, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî G è Ĝ ïîñòîÿííû, à F êâàäðàòè÷íà.

Ïðèìåð 4.7. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå G = Ĝ = 1 ìû ïðèõîäèì ê ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèè

F [q, q̂] = (1+c)q2
x+4qxq̂x+(1−c)q̂2

x+3(qx+q̂x)(q−q̂)2+(q−q̂)4+4µ(q−q̂), (4.47)

è ãàìèëüòîíèàíó

H = p2 + 4cqxxp+ 4(c2 + 3)q2
xx − 48q3

x, (4.48)

ãäå ïðîèçâîë â âûáîðå ïîñòîÿííîé c ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ (4.29):

p = −2(1 + c)qxx − 4q̂xx + 12(q − q̂)q̂x + 4(q − q̂)3 + 4µ,

p̂ = +2(1− c)q̂xx + 4qxx + 12(q − q̂)qx + 4(q − q̂)3 + 4µ.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.31) ýêâèâàëåíòíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ðàñòÿæåíèé,

óðàâíåíèþ Áóññèíåñêà (4.26).

Ïðèìåð 4.8. Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå Q = αq + βq̂, Q̂ = βq + αq̂ ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñèñòåìó Ìèõàéëîâà-Øàáàòà

Qt = −γQxx + µQ̂x(Q− Q̂) + ν(Q− Q̂)3,

Q̂t = +γQ̂xx + µQx(Q− Q̂) + ν(Q− Q̂)3,
(4.49)

ïðè÷åì β = αρ, ρ2 − ρ+ 1 = 0, γ = 3(ρ− 1
ρ), µ = −2

3
1

α−β , ν = − 2
27

α+β
(α−β)3 .

Ïðèìåð 4.9. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå êâàäðàòè÷íîñòè ïî p íå ÿâëÿåòñÿ

îáÿçàòåëüíûì (ω3 = 1) :

H = pxqx + p3 + q3
x → Ĥ = −p̂xq̂x + p̂3 + q̂3

x,

F = ωq̂xq + f(q, q̂), p = ωq̂x + fq, p̂ = ωqx − fq̂.
(4.50)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ è èìïóëüñîâ èç (4.50) è òðåáîâàíèå

δ(Ĥ −H) = 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ íà f :

fq̂q̂− 3ω2fq = 0, fqq + 3ω2fq̂ = 0, (f 2
q̂ )q̂ + (f 2

q )q = 0, f 3
q + f 3

q̂ = const . (4.51)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (4.51), ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàí öåïî÷êè ÏÁ ñèñòåìû (4.50):

L =
∑
n

[ωnqn+1,xqn + Cn exp(
3

ωn
(Ωnqn − Ω∗nqn+1))], ω3

n = Ω3
n = 1. (4.52)

4.2.4 Óðàâíåíèÿ òèïà ÊäÔ, sinh-Ãîðäîí è äðóãèå

L =

∫
dx
(
qt g(qx)−H(q, qx, . . . )

)
(4.53)

Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ g çàâèñèò òîëüêî îò qx, ïî-

ñêîëüêó çàâèñèìîñòü îò ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâåëà áû ê ñèëüíî íåëîêàëü-

íûì óðàâíåíèÿì Ýéëåðà - Äàðáó. ×òî êàñàåòñÿ ÿâíîé çàâèñèìîñòè g îò q, òî

â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî óñòðàíèòü òî÷å÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì,

íàïðèìåð,

qtq
α
xg(q) = QtQ

α
x , dQ = g(q)

1
α+1dq.

Ñäâèã g → g + s(q) íå âëèÿåò íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà

s(q) qt ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ äîïóñòèìûå g

ñ ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ îò q íåèçâåñòíû.
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Óñëîâèå L̂− L ∈ ImDt + ImDx ðàçáèâàåòñÿ íà äâà:

q̂t g(q̂x)− qt g(qx) ∈ ImDt + ImDx, Ĥ −H ∈ ImDx (4.54)

Ïåðåïèøåì ïåðâîå èç óñëîâèé (4.54) â ÿâíîì âèäå:

q̂t g(q̂x)− qt g(qx) = ∂t(qxv(q, q̂) + u(q, q̂))− ∂x(qtv(q, q̂)).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè qt è q̂t, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

g(q̂x) = qxvq̂ + uq̂, g(qx) = q̂xvq̂ − uq. (4.55)

Îáîçíà÷èì

s(w) =
g(w) + uq

vq̂
, s̃(w) =

g(w)− uq̂
vq̂

. (4.56)

Ôóíêöèè s(w), s̃(w) çàâèñÿò òàêæå îò q, q̂ è, ìîæåò áûòü, îò ñïåêòðàëüíîãî

ïàðàìåòðà, íî äëÿ êðàòêîñòè ìû íå âûïèñûâàåì ýòó çàâèñèìîñòü, g(w) çàâèñèò

òîëüêî îò w.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

q → q̂ → q, q̂x = s(qx), qx = s̃(q̂x)⇒ s(s̃(w)) = w, s̃(s(w)) = w.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∂λ(s(s̃(w))) = 0, ∂λ(s̃(s(w))) = 0, ãäå λ− ñïåêòðàëüíûé ïàðà-

ìåòð, èëè q, èëè q̂.

Èìååì

∂λ(s(s̃(w))) =
( 1

vq̂

)
λ
g(s̃(w)) +

(uq
vq̂

)
λ

+ s′(s̃(w))
[( 1

vq̂

)
λ
g(w)−

(uq̂
vq̂

)
λ

]
.

Îáîçíà÷àÿ ξ = s̃(w) è èñïîëüçóÿ (4.56), ïîëó÷àåì s′(ξ) = 1
vq̂
g′(ξ). Ïîäñòàâ-

ëÿÿ g(w), âûðàçèâ åå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (4.56), îêîí÷àòåëüíî èìååì

g′(ξ)(ε1ξ + ε2) + (ε1g(ξ) + ε3) = 0⇒ g(ξ) =
−ε3ξ + ε4
ε1ξ + ε2

,

ãäå

ε1 =
1

vq̂
, ε2 = −uq̂,λ

v2
q̂

, ε3 =
(uq
vq̂

)
λ
.

Â ñëó÷àå ε1 = 0 ôóíêöèÿ g(ξ) ëèíåéíà ïî ξ. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñäâèãà è ðàñòÿæåíèÿ (êîòîðûå íå âëèÿþò íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ), ìîæíî âû-

áðàòü g(ξ) = ξ. Â ñëó÷àå ε1 6= 0, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ðàñòÿæåíèÿ,
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ìîæíî ïîëó÷èòü g(ξ) = 1
ξ−ξ0 . Íà äàííûé ìîìåíò íåò ïðèìåðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñëó÷àþ ξ0 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ëèáî g(ξ) = ξ, ëèáî

g(ξ) = 1
ξ .

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî â ëîêàëüíîì ñëó÷àå è êîãäà âðåìåííîé ÷ëåí íå çàâè-

ñèò îò q, ëàãðàíæèàí óðàâíåíèé òèïà ÊäÔ ìîæíî âûáðàòü â âèäå:

L =

∫∫
dx dt

(1
2
qtq

α
x +H(q, qx, . . . )

)
, α = ±1,

óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ êîòîðûõ èìååò âèä

Jqt =
δH
δq
, J =

{
Dx ïðè α = 1,

q−2
x Dx +Dxq

−2
x ïðè α = −1.

(4.57)

Ñëó÷àþ α = 1 (g(ξ) = ξ) ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèå∫ ∫
dt dx (q̂xq̂t − qxqt) =

∫ ∫
dt dx(q̂x + qx)(q̂t − qt),

à çíà÷èò, ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà èìååò âèä

q̂x + qx =
δF

δ(q̂ − q)
, (4.58)

ãäå F = F(q̂ − q, q̂x − qx, q̂xx − qxx, ..).
Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ F çàâèñèò òîëüêî îò q̂ − q.

Ïðèìåð 4.10. Óðàâíåíèå ÊäÔ:

qt = qxxx − 6q2
x ⇒ Dx(qt) =

δH
δq
, H =

∫
dx (

1

2
q2
xx + 2q3

x).

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ĥ−h äîëæíà áûòü ïîëíîé ïðîèçâîäíîé â ñèëó (4.58), ïîëó÷àåì

F (q̂ − q) =
1

3
(q̂ − q)3 + β(q̂ − q).

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.58), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà â

âèäå

q̂x + qx = (q̂ − q)2 + β.

Ïàðàìåòð β ìîæíî âûáèðàòü ðàçíûì íà êàæäîì øàãå. Îáîçíà÷àÿ f = q̂ − q,
ïîëó÷èì îäåâàþùóþ öåïî÷êó [159].

Ýòîò ïðèìåð äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà 2+1 ìåðíûé ñëó÷àé.
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Ïðèìåð 4.11. Ëàãðàíæèàí è óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè (ÊÏ) èìåþò

âèä:

L =

∫ ∫
dx dy [qxqt−q2

xx−2q3
x−3α2q2

y], qx = u, ∂x(ut+uxxx−6uux) = 3α2uyy.

Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ÊäÔ,

ïðè÷åì ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð çàìåíÿåòñÿ íà íåëîêàëüíûé ÷ëåí

qx + q̂x =
1

2
(q̂ − q)2 + Z, Z = γ∂−1

x ∂y(q̂ − q), γ = iα. (4.59)

Ëàãðàíæèàí öåïî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé (4.59), èìååò âèä:

l =
∑
n

[qn+1,xqn +
1

6
(qn+1 − qn)3 +

γ

2
(qn+1 − qn)∂−1

x ∂y(qn+1 − qn)].

Ïðèìåð 4.12. Óðàâíåíèå sinh-Ãîðäîí:

qxt = sinh q, h = −2 cosh q.

Âûðàæåíèå

cosh(q̂)− cosh(q) = 2 sinh(
q̂ + q

2
) sinh(

q̂ − q
2

)

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ sinh-

Ãîðäîíà èìååò âèä

q̂x + qx = β sinh(
q̂ − q

2
).

Â ýòîì óðàâíåíèè x è t ýêâèâàëåíòíû, ïîëó÷àåì t− ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà

q̂t − qt =
4

β
sinh(

q̂ + q

2
).

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âî Ââåäåíèè, àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ê âûâîäó ÏÁ äëÿ

äëÿ óðàâíåíèé ÊäÔ è sin-Gordon áûë ïðèìåíåí â ðàáîòå [66], ìû ïðèâîäèì ýòè

ÏÁ òîëüêî êàê ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ê ñèñòåìàì äàííîãî êëàññà (α = 1),

êîòîðûé ðàçâèò äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â ýòîì Ðàçäåëå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé α = −1 (g(ξ) = 1
ξ ). Àíàëèç óðàâíåíèé (4.55)

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìå ÏÁ:

q̂xqx =
1

vq̂
.

Ýòîé ôîðìå ÏÁ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð:
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Ïðèìåð 4.13. Ëàãðàíæèàí äëÿ óðàâíåíèÿ Êðè÷åâåðà - Íîâèêîâà (ÊÍ)

qt = qxxx −
3

2qx
(q2
xx − r(q)) + cqx

ðàâåí

L =

∫
dx
[ qt
qx

+
r(q)− q2

xx

q2
x

]
, r(V )(q) = 0.

Âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà â ýòîì ñëó÷àå (ñì. âûøå):

qxq̂x = h(q, q̂) = (vq̂(q, q̂))
−1.

Ñîõðàíåíèå ãàìèëüòîíèàíà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî h(q, q̂) - ïîëèíîì âòîðîé ñòå-

ïåíè ïî q è q̂ òàêîé, ÷òî r(q) = 2hhq̂q̂−h2
q̂. Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ

Êðè÷èâåðà - Íîâèêîâà ïîëó÷åíî â [3]. Ëàãðàíæèàí öåïî÷êè ÏÁ èìååò âèä

L =
∑
n

v(qn−1, qn)qn,x, v(q, q̂) =
2√
r(q)

arctg
hq̂(q, q̂)√
r(q)

.

4.3 Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ Öèöåéêè

Óðàâíåíèå Öèöåéêè [155] áûëî ïîëó÷åíî òàêæå â ñòàòüå [167] êàê èíòåãðèðóå-

ìûé ñëó÷àé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà sinh−Ãîðäîí. Óðàâíåíèå Öèöåé-
êè ëàãðàíæåâî

φx,t = e−2φ− eφ ⇐⇒ δS = 0, S =

∫
dx dt [φxφt−H(φ)], H(φ) = 2eφ + e−2φ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà êàíîíè÷åñêîå (4.58) b = δF [A]
δA ,

ãäå A = φ̂− φ, B = φ̂+ φ, a = φ̂x − φx, b = φ̂x + φx.

Èùåì ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà â íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå, âîçìîæíîé â

äàííîì ñëó÷àå

F =

∫
dx f(a,A) ⇐⇒ b = fA − axfaa − afaA. (4.60)

Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (4.60) ÿâëÿåòñÿ ÏÁ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

åñëè

h(φ̂)− h(φ) = 2eB/2g′(A)− e−Bg′(A)g(A) = ∂xW (a,A,B),

g(A) = eA/2 + e−A/2.
(4.61)
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Ìîæíî óäîâëåòâîðèòü (4.61) è íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ F (a,A) ïðè

óñëîâèÿõ, ÷òî:

∂x[e
B/2Z(a,A)] = −eB/2g′(A), ∂x[e

−BR(a,A)] = −e−Bg′(A)g(A).

Ïåðâîå óñëîâèå äàåò

fa = 2 logZ, fA = −2
g′(A)

Z
⇒ g′(A)Za − ZAZ = 0 ⇐⇒ g(A) + aZ = s(Z).

Âòîðîå îïðåäåëÿåò íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ s(Z) :

s(Z) = νZ3, R = −g(A)2

νZ2
.

Èòàê, íàõîäèì Z(a,A) èç êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ νZ3 = g(A) + aZ, èí-

òåãðèðóåì óðàâíåíèå fa = 2 logZ è íàõîäèì ïëîòíîñòü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

ÏÁ f(a,A).

Èëè:

−b
2
Z = Zx + g′(A), Zx = aZA + axZa, Z(a,A) : νZ3 = aZ + g(A).

Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà óðàâíåíèÿ Öèöåéêè â äîâîëüíî ãðîìîçäêîé ôîðìå

áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [131]. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå ïðèâîäèòñÿ

ê ÏÁ, ïîëó÷åííûì âûøå. Êðîìå òîãî, àâòîðó íåäàâíî ñòàëî èçâåñòíî îò Â.Â. Ñî-

êîëîâà, ÷òî ïîëó÷åíà åùå îäíà ôîðìà ÏÁ äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè [107]. À.Â.

Ìèõàéëîâó óäàëîñü íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçûâàþùèå óïîìÿíóòóþ ôîðìó

ÏÁ ñ òîé, ÷òî ïîëó÷åíà â äàííîé Ãëàâå. Áûëî áû èíòåðåñíî ñðàâíèòü âñå âîç-

ìîæíûå ôîðìû ÏÁ. Ïîëó÷åííàÿ â äàííîé Ãëàâå ôîðìà ÏÁ äëÿ óðàâíåíèÿ

Öèöåéêè ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïðèìåðîì â ôîðìå (4.58).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Áåê-

ëóíäà ìîæíî ðàçâèòü òåîðèþ ïðåîáðàçîâàíèé, íàïðèìåð, íà îñíîâå îäåâàþùåé

öåïî÷êè [159]

vi,x + vi+1,x = (vi − vi+1)
2 − βi, fj = vj − vj+1.

Òàêîé ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ, íàïðèìåð, â [82],[4].

Áûëî áû èíòåðåñíî ðàçâèòü ïîñòðîåííóþ òåîðèþ íà ñëó÷àé g(qx, q) (4.53).
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4.4 Ðåøåòêè ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà

Â ýòîì Ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåòîê ÏÁ, èñõîäÿ èç íàëè÷èÿ

ó íåêîòîðûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äâóõ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðèçàöèé êàíîíè÷å-

ñêèõ ïåðåìåííûõ, è, êàê ñëåäñòâèå, äâóõ íåçàâèñèìûõ Áåêëóíäîâñêèõ ïîòîêîâ.

Â ýòîì Ðàçäåëå ïîñòðîåíû ðåøåòêè ÏÁ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿì íåëèíåé-

íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ ìîäåëè Òîäû, Âîëüòåððû

è Ãåéçåíáåðãà. Ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ðåøåòî÷íîé âåðñèè ìîäå-

ëè Ëàíäàó-Ëèôøèöà. Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ñ ïðåäñòàâëåíèåì Õèðîòû, ÷òî äàåò

âîçìîæíîñòü àëãåáðàè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé.

4.4.1 Ãàìèëüòîíîâ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåòîê

Â ðàçâèòèè òåîðèè ðåøåòîê èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ÷åòêî ïðîñëåæèâàþòñÿ äâå

òåíäåíöèè: ïåðâàÿ ñâÿçàíà ñ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûìè óðàâíåíèÿìè Õèðîòû [59].

Õîðîøî èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè, òàêèå êàê óðàâíåíèå ÊäÂ, óðàâíåíèå

sin-Gordon, öåïî÷êà Òîäû è.ò.ä. ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé Õèðîòû ïðåäåëüíûì

ïåðåõîäîì îò îäíîé èëè áîëåå äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé ê íåïðåðûâíûì è íàëî-

æåíèåì ñâÿçåé.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íå ýêâèâàëåíòíà

ïåðâîíà÷àëüíîé, â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Õèðîòû íå ïðåîá-

ðàçóåòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè â ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû.

Âòîðîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà íàëè÷èè íåñêîëüêèõ íåýêâèâàëåíòíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ Áåêëóíäà ïðèâîäèò ê ïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû è åå ðåøåòî÷íîé âåðñèè.

Êàê èçâåñòíî, öåïî÷êà Òîäû ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áåêëóíäà äëÿ äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òî÷å÷íî-ýêâèâàëåíòíîé íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþØðåäèí-

ãåðà (çàìåíà ïðîñòà : ψ = eqn, ψ∗ = e−qn+1). Â ðàáîòå Òîäû [153] áûëî óêàçàíî

ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà äëÿ ñàìîé öåïî÷êè Òîäû, íå ýêâèâàëåíòíîå ñäâèãó.

Ñîïîñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèþ Áåêëóíäà, ñîîòâåòñòâóþùèé ñäâèã íà ðå-

øåòêå, ïîëó÷èì èíòåãðèðóåìóþ ìîäåëü íà ðåøåòêå, ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíóþ

ïåðâîíà÷àëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ïîäðîáíåå íèæå). Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðå-

øåòîê, îñíîâàííûé íà èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëåæàíäðà

áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [8]. Â ðàáîòå [150] íåêîòîðûå ðåøåòêè áûëè ïîëó÷åíû,
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èñõîäÿ èç äèñêðåòíûõ ëàãðàíæèàíîâ.

Öåëüþ äàííîãî Ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåøåòîê ÏÁ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ îáîáùåíèÿì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, èñïîëüçóÿ ãàìèëüòîíîâî

ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Áóäóò ïîëó÷åíû òàêæå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ìèóðû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå ðåøåòêè. Ïðåäúÿâëåíà ðåøåòî÷íàÿ âåð-

ñèÿ ìîäåëè Ëàíäàó-Ëèôøèöà, à òàêæå ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà äëÿ íåå.

Â êîíöå ýòîãî Ðàçäåëà îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîííûõ

ðåøåíèé, îñíîâàííàÿ íà áèëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé.

4.4.2 Ðåøåòêè îáùåãî òèïà

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû òèïà ÍØ îáùåãî âèäà:

H = pxqx + εp2q2
x + αpq2

x + βq2
x + γp2qx + δp2, (4.62)

ñîîòâåòñòâóþùèé òàê íàçûâàåìûì äèâåðãåíòíûì ñèñòåìàì, â êîòîðûõ ãàìèëü-

òîíèàí çàâèñèò ÿâíî òîëüêî îò qx, íî íå îò q. Ìîäåëü Ëàíäàó-Ëèôøèöà, íå

îòíîñÿùàÿñÿ ê ýòîìó êëàññó áóäåò ðàññìîòðåíà ïîçäíåå. Ïåðâîå ïðåîáðàçîâà-

íèå Áåêëóíäà äëÿ ñèñòåì (4.62) èìååò âèä:

q̂x = qx +
px

εp2 + αp+ β
, p̂ = p+

q̂xx
εq̂2
x + γq̂x + δ

. (4.63)

Áóêâû ñî øëÿïêàìè îçíà÷àþò ïðåîáðàçîâàííûå ïåðåìåííûå, ïîëüçóÿñü (4.63),

âûðàçèì èìïóëüñ ÷åðåç êîîðäèíàòû:

p = h(q̂ − q), h′ = εh2 + αh+ β. (4.64)

Äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íûì öåïî÷êàì òèïà öåïî÷êè Òîäû.

Ñîïðÿæåííûì öåïî÷êàì, ò.å. âòîðîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Áåêëóíäà ñîîòâåòñòâóåò

ïàðàìåòðèçàöèÿ â ôîðìå äâóõ èìïóëüñîâ, çàâèñÿøèõ îò ïðîèçâîäíûõ:

p1 = f(q̂ − q)q̂x + g(q̂ − q), p2 = f(q̂ − q)qx + g(q̂ − q)
f ′ = −γf 2 + 2εfg + αf, g′ = εg2 + αg + β − δf 2.

(4.65)

Óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè f è g â (4.65) ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïîëîæèòü h(p1, q) =

h̃(p2, q̂), h̃ = h(px → −px).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.63) è (4.65) ñîõðàíÿþò ãàìèëü-

òîíèàí (4.62) è ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, ò.å. ñîõðàíÿþò äåéñòâèå, à çíà÷èò
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ïåðåâîäÿò ðåøåíèå â ðåøåíèå è, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè

Áåêëóíäà. Îïðåäåëèì ðåøåòêó:

qnm = q = v, qn+1,m = q̂ = u, qn,m+1 = q′, qn+1,m+1 = q̂′ = u′, (4.66)

ïåðåìåííûå ñî øëÿïêîé ïîëó÷àþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.63), â

òî âðåìÿ êàê, ïåðåìåííûå ñî øòðèõîì ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâà-

íèÿ (4.65). Òîãäà óñëîâèå ñîãëàñîâàííîé äèíàìèêè íà âñåé ðåøåòêå ïðèâîäèò ê

óðàâíåíèÿì:

p(u, v) = p1(v
′, v), p(u′, v′) = p2(u

′, u). (4.67)

Ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ïðîèçâîäíûå:

ux =
h(u′ − v′)− g(u′ − u)

f(u′ − u)
, v′x =

h(u− v)− g(v′ − v)

f(v′ − v)
. (4.68)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòðàçèòü ìàãíèòíóþ öåïî÷êó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîé îáû÷íîé öåïî÷êè Òîäû è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îòðàæåííàÿ öåïî÷êà

áûëà �ìàãíèòíîé�, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

h(x+ y)(f(x)− f(y)) = f(x)g(y)− f(y)g(x), (4.69)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìîäåëåé Òîäû, Âîëüòåððû, Ãåéçåíáåðãà. Ãåîìåòðè÷å-

ñêè, òàêàÿ ñèììåòðèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåòêà ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíîé - äèàãîíà-

ëè v − v′ è v′ − u (ñì.(4.66)) òåïåðü ýêâèâàëåíòíû, â òîì ñìûñëå, ÷òî öåïî÷êè,

ñâÿçàííûå ñ íèìè, ñîîòâåòñòâóþò âòîðîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Áåêëóíäà.

4.4.3 Ãàìèëüòîíèàí è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû äëÿ

ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé

Äëÿ òîãî ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííî ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ êîíêðåòíûõ ðåøåòîê,

èìåþùèõ òðåóãîëüíóþ ñèììåòðèþ, ïðèâåäåì âèä ãàìèëüòîíèàíîâ, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ èì, à òàêæå íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû, ñâÿçûâàþùèå ýòè ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà I = pqx ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ äëÿ âñåõ

äèâåðãåíòíûõ ñèñòåì (4.62). Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

p̃q̃x = H(p, qx), (4.70)
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ñâÿçûâàþùåãî äâå ðàçíûå ñèñòåìû, âûðàæàÿ èç (4.70 ) îäíó êàíîíè÷åñêóþ ïàðó

÷åðåç äðóãóþ, ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû [111], ïîñêîëüêó äèíà-

ìèêà ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé. Áîëåå òîãî, óðàâíåíèå (4.70) óñòàíàâ-

ëèâàåò áèãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåêóððåíòíî ñòðîèòü ïåðâûå

èíòåãðàëû [84].

Èòàê, óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå:

(p, qx)→1 (P ,Qx)→2 (P,Qx). (4.71)

Îáû÷íî ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà ââîäèòñÿ êàê óðàâíåíèå äèíàìèêè åäèíè÷íîãî

âåêòîðà ~S :
~St = [~Sxx × ~S]. (4.72)

Îäíà èç ïàðàìåòðèçàöèé âåêòîðà ~S

(Sx, Sy, Sz) = (p(q2 − 1) + q, i(p(q2 + 1) + q), 2pq + 1) (4.73)

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

HG = pxqx − p2q2
x

qt = −qxx − 2pq2
x, pt = pxx − 2∂x(p

2qx)

q̂ = q + 1/p p̂ = p+ ∂x(1/q̂x).

(4.74)

Îáîçíà÷èì

P = −pqx +
px
p
, Qx = −pqx, (4.75)

òîãäà, âû÷èñëÿÿ Pt è Qt, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (4.74 ), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî ïàðà (P ,Q) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Ìîäåëü Âîëüòåððû (P ,Q) :

HV = PxQx + P2Qx + PQ2
x

Qt = −Qxx + 2PQx +Q2
x, Pt = ∂x(Px + 2PQx + P2)

Q̂ = Q+ logP , P̂ = P + ∂xlogQx.

(4.76)

Íàêîíåö, îáîçíà÷àÿ

P = Px + PQx, Qx = P +Qx, (4.77)

óáåäèìñÿ, ÷òî ïàðà (P,Q) â ñâîþ î÷åðåäü óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå.
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Ìîäåëü Òîäû (P,Q) :

HT = PxQx + P 2 + PQ2
x

Qt = −Qxx + 2P +Q2
x, Pt = ∂x(Px + 2PQx)

Q̂ = Q+ log(P ), P̂ = P + Q̂xx.

(4.78)

4.4.4 Óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåòêè Òîäû

Ïîñòðîèì âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà (4.65) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.78),

óñëîâèå (4.67) â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ äëÿ ðåøåòêè Òîäû, êîòî-

ðîå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ux = eU
′−U + eU−V

′
+ γ, V ′x = eU−V

′
+ eV

′−V + γ. (4.79)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.79 ) ñëåäóåò:

Uxx = eÛ−U − eU−V (4.80)

� îáû÷íàÿ öåïî÷êà Òîäû.

Îïðåäåëèì ðàñïîëîæåíèå ïåðåìåííûõ íà ðåøåòêå:

V = Qn,m, U = Qn+1,m, V ′ = Qn,m+1, U ′ = Qn+1,m+1,

ïîëó÷àÿ âñþ ðåøåòêó Òîäû.

V’

V

m

U

U’

n

TL

TL

Ðèñ. 4.1: Ðàñïîëîæåíèå ôóíêöèé íà ðåøåòêå Òîäû
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4.4.5 Óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåòêè Âîëüòåððû

Óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåòêè Âîëüòåððû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ux = (eU
′−U − γ)(eU−V

′ − 1), V ′x = (eV
′−V − γ)(eU−V

′ − 1). (4.81)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.81) ñëåäóåò:

Uxx = Ux(eÛ−U − eU−V), Û = qn,m+2. (4.82)

Ðåøåòêà Âîëüòåððû ïðåîáðàçóåòñÿ â ðåøåòêó Òîäû ïî ôîðìóëàì:

eV
′−V = eU−V − eV ′−V , eU−V

′
= eU

′−V ′ − γeU−V ′, (4.83)

åñëè çàãëàâíûìè áóêâàìè îáîçíà÷èòü ïåðåìåííûå ðåøåòêè Òîäû, à ãîòè÷åñêèìè

- ïåðåìåííûå ðåøåòêè Âîëüòåððû.

Îïðåäåëèì ðàñïîëîæåíèå ïåðåìåííûõ íà ðåøåòêå:

V = Qn,m, U = Qn+1,m, V ′ = Qn,m+1, U ′ = Qn+1,m+1,

ïîëó÷àÿ âñþ ðåøåòêó Âîëüòåððû.

4.4.6 Óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåòêè Ãåéçåíáåðãà

Óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåòêè Ãåéçåíáåðãà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

ux
=

1

u′ − u
+

1

u− v′
,

1

v′x
=

1

v′ − v
+

1

u− v′
. (4.84)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.84) ñëåäóåò:

∂x(
1

ux
) =

1

û− u
− 1

u− v
, û = qn,m+2. (4.85)

Ðåøåòêà Ãåéçåíáåðãà ïðåîáðàçóåòñÿ â ðåøåòêó Âîëüòåððû ïî ôîðìóëàì:

eV
′−V =

v′ − u
u− v

, eU−V
′
=
u′ − u
u′ − v′

, (4.86)

åñëè ïðîïèñíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ïåðåìåííûå ðåøåòêè Ãåéçåíáåðãà. Îïðå-

äåëèì ðàñïîëîæåíèå ïåðåìåííûõ íà ðåøåòêå:

v = qn,m, u = qn+1,m, v′ = qn,m+1, u′ = qn+1,m+1,

ïîëó÷àÿ âñþ ðåøåòêó Ãåéçåíáåðãà.
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4.4.7 Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ðåøåòêè Òîäû

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [9]), ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ öåïî÷êè Òîäû

èìååò âèä:
(∂x + b̂)ψu = ψv, ∂xψv + cψu = 0,

b = vx + λ, b̂ = ux + λ, c = eu−v.
(4.87)

Ìû ââåëè åñòåñòâåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, ñâÿçàâ èõ

ñ óçëàìè ðåøåòêè.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì èñêàòü ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ âñåé ðåøåòêè

Òîäû, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ñõåìó Äàðáó (â òîì ÷èñëå è ìå-

òîä îäåâàíèÿ) äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíûõ ðåøåíèé. Èòàê, èùåì îïåðàòîðû,

ñâÿçûâàþùèå âîëíîâûå ôóíêöèè íà ñîñåäíèõ óçëàõ ðåøåòêè â âèäå:

ψv′ = (α∂x + β)ψv ψu′ = (α̂∂x + β̂)ψu. (4.88)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ íà α è β ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñõåìû Äàðáó, ëèáî ïðåîá-

ðàçóÿ îïåðàòîð L = ∂2
x + b∂x + c, ëèáî ïðåîáðàçóÿ �êîâàðèàíòíûå� ïðîèçâîäíûå

∂x + b è c−∂x. Èñïîëüçóÿ ëþáóþ èç ýòèõ ñõåì è èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííûå ñî øëÿï-

êàìè, ïîëó÷èì ñèñòåìó:

[∂2
x + (b′ − 2b)∂x + (c′ + č− 2c+ b(b− b′))]α = [−2∂x + b− b′]β

[∂2
x + b′∂x + (c′ − c)]β = [2c∂x + cx + c(b′ − b)]α.

(4.89)

Ýòà äîâîëüíî ãðîìîçäêàÿ ñèñòåìà èìååò äâà òðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ - α = 0, β =

1 - òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à òàêæå α = c−, β = 0 - ñäâèã ïî öåïî÷êå.

Îäíàêî èìååòñÿ åùå è íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå:

ψv′ = [ev−v
′
∂x + 1]ψv, (4.90)

êîòîðîå è óñòàíàâëèâàåò èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà íà âñåé ðåøåòêå.

Çàìåòèì, ÷òî

ψu = γ−[ev
′−u∂x + 1]ψv′ = −ev−u∂xψv, (4.91)

ò.å. êîìáèíàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé (4.90) è (4.91) -ýòî îáû÷íûé ñäâèã (ñð. ñ (4.87)).

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ðåøåòêè Âîëüòåððû,

ïîñêîëüêó â òåðìèíàõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ýòà ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ ðåøåòêîé Òî-

äû ñ òî÷íîñòüþ äî "òðèâèàëüíîãî"êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: ψV olterra =
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eqψToda. ×òî êàñàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà äëÿ ðåøåòêè Ãåéçåíáåðãà, òî îíî

ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì âûðîæäåíèåì âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåòêè

Ëàíäàó-Ëèôøèöà, êîòîðóþ ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

4.4.8 Ìîäåëü Ëàíäàó-Ëèôøèöà

Ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Ëàíäàó-Ëèôøèöà:

h = 1/4(~Sx)
2 + (~SJ ~S) (4.92)

â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (p, q). Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí äîëæåí áûòü êâàä-

ðàòè÷íûì ïî p, ~S äîëæåí áûòü ëèíååí ïî p. Åñëè âûáðàòü ~S â âèäå:

~S = ~Ap+ 1/2 ~Aq,

[ ~A× ~Aq] = ~A, ( ~A, ~A) = 0, ( ~Aq, ~Aq) = 4,
(4.93)

òî ñêîáêè Ïóàññîíà èìåþò îáû÷íûé äëÿ �ñïèíà� âèä:

{Si, Sj} = eijkSk, ~S2 = 1,

à ãàìèëüòîíèàí (4.92) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

h = −pxqx + p2(q2
x + r(q)) + p

r′(q)

2
+
r′′(q)

12
, (4.94)

ãäå r(q) = ( ~AJ ~A), rV = 0. Âåêòîð ~A ìîæåò áûòü íàéäåí â ÿâíîì âèäå:

~A(q) = qk~ek, k = 0, 1, 2

~e0 = (−1, i, 0), ~e1 = (0, 0, 2), ~e2 = (1, i, 0),
(4.95)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðèçàöèè (4.73). Óêàæåì òàêæå ïàðàìåòðèçàöèþ âåê-

òîðà ~S, â çàâèñèìîñòè òîëüêî îò êîîðäèíàò:

~S(q̂, q) = (Sx, Sy, Sz) = (
qq̂ − 1

q̂ − q
, i
qq̂ + 1

q̂ − q
,
q̂ + q

q̂ − q
). (4.96)

4.4.9 Ðåøåòêà ÏÁ äëÿ ìîäåëè Ëàíäàó - Ëèôøèöà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü h(u, v)− ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè 2 ïî êàæ-

äîé èç ïåðåìåííûõ,

h(u, v) = a(v)u2 + b(v)u+ c(v), r(u) = 1/4(2hvvh− h2
v).
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ h êàê ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ:

h(uu′, v) = a(v)uu′ + 1/2b(v)(u+ u′) + c(v). (4.97)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé qnm, çàäàííóþ íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

qnm = v, qn+1,m = u, qn,m+1 = w, qn+1,m−1 = w̃. (4.98)

Òîãäà ìîäåëü Ëàíäàó-Ëèôøèöà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wx =
h(uv, w)

v − u
w̃x =

h(uv, w̃)

v − u
. (4.99)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.99 ) ñëåäóåò:

− vxx + 1/2r′(v)

v2
x + r(q)

=
1

u− v
− 1

v − v−
, v− = qn−1,m. (4.100)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âåêòîðíîìó îïèñàíèþ. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì òåíçîð

h :

h(u, v) = hαβu
αvβ = ( ~A(u)ĥ ~A(v)), ĥ = ~eαh

αβ~eβ. (4.101)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (4.96), ñèñòåìó (4.99 ) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

wx = (~S(uv)ĥ ~A(w)) w̃x = (~S(uv)ĥ ~A(w̃)). (4.102)

Îêîí÷àòåëüíî ðåøåòî÷íóþ ìîäåëü Ëàíäàó-Ëèôøèöà çàïèøåì â âåêòîð-

íîì âèäå ñ ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ îò êîîðäèíàò:

~Wx = [ ~W × ĥ~S], ~Wt = [ ~W × (ĥ[~S × ~Sx] + det(ĥ)ĥ−~S)]
~S = ~S(qn+1,m, qnm), ~W = ~S(qn,m+1, qn+1,m−1).

(4.103)

Äèàãîíàëèçóåì òåíçîð ĥ :

ĥ = diag(h1, h2, h3)

è ââåäåì äèàãîíàëüíûé òåíçîð

Ĵ = diag(J1, J2, J3).

Ïîñêîëüêó ìû âûïèñàëè óðàâíåíèå íà äèíàìèêó ïî x è t, òî ñèñòåìó

(4.103) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðó Ëàêñà äëÿ ìîäåëè Ëàíäàó-Ëèôøèöà;

óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ýòîé ïàðû äàåò îáû÷íîå óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ëèôøèöà:

~St = [~S × (~Sxx + Ĵ ~S)], (4.104)

ïðè óñëîâèè h2
i − h2

j = Jj − Ji.
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4.4.10 Ïðåäñòàâëåíèå Õèðîòû äëÿ ðåøåòîê

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàïèñü ðåøåòîê ÏÁ â âèäå (4.79), (4.81) è (4.84) íå åäèí-

ñòâåííà. Ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíîâîãî ìåòîäà, èçëîæåííîãî âûøå ìîæíî ïîëó-

÷àòü èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ñ êàëèáðîâêîé, ôèêñèðóþùåé ïîëèíîìèàëüíûé

âèä ãàìèëüòîíèàíà. Ïðè ýòîì íèêàêàÿ ñèñòåìà, îòíîñÿùàÿñÿ ê çàäàííîìó êëàñ-

ñó íå ïîòåðÿíà, à ðàçëè÷íûå êàëèáðîâêè, ò.å. ýêâèâàëåíòíûå ñïîñîáû ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ìîæíî ëåãêî âîññòàíîâèòü. Äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé áûâàåò óäîáíî èñ-

ïîëüçîâàòü áèëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Õèðîòû, ïîýòîìó ïðèâåäåì èõ äëÿ íåêî-

òîðûõ èç ïîëó÷åííûõ ðåøåòîê. Äëÿ öåïî÷êè Òîäû áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ

èìåþò âèä:

WxxW −W 2
x − ŴW̌ = αW 2. (4.105)

Äëÿ ðåøåòêè Òîäû àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ óæå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî x :

ŴxZ − ŴZx −WẐ = µŴZ

ZxW − ZWx − Ŵ Ž = δZW.
(4.106)

Ïðè ýòîì èç (4.106 ) ñëåäóåò óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà "âíóòðè"öåïî÷êè:

ŴxW − ŴWx =
ẐW 2 + ŽŴ 2

Z
+ (µ+ δ)ŴW. (4.107)

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàÿ òðåòèé ðÿä â ðåøåòêå (T ), ìîæíî ïîëó÷èòü

óðàâíåíèÿ âîîáùå áåç ïðîèçâîäíûõ:

TZ − T̂ Ž = εW 2. (4.108)

Îïðåäåëèì ðàñïîëîæåíèå ôóíêöèé íà ðåøåòêå:

W = τTn,m, Ŵ = τTn+1,m, T = τTn−1,m+1, T̂ = τTn,m+1, Ž = τTn−1,m−1, Z = τTn,m−1,

ãäå τ -ôóíêöèÿ ðåøåòêè Òîäû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

eQn,m =
τTn,m
τTn−1,m

.

Äëÿ öåïî÷êè Âîëüòåððû ñîîòíîøåíèÿ òèïà Õèðîòû èìåþò âèä:

wxxw − w2
x

wx
=
ŵw̌ − w2

w̌
. (4.109)
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Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåøåòêè Âîëüòåððû :

wzx = (w + z)(ŵ − z)

zŵx = (ŵ + ẑ)(ŵ − z)

žwx = (w + z)(w − ž).

(4.110)

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàÿ òðåòèé ðÿä â ðåøåòêå (t), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíå-

íèÿ âîîáùå áåç ïðîèçâîäíûõ:

1

t
(t+ w)(t̂− w) =

1

ž
(w + z)(w − ž). (4.111)

Îïðåäåëèì ðàñïîëîæåíèå ôóíêöèé íà ðåøåòêå:

w = τVn,m, ŵ = τVn+1,m, t = τVn−1,m+1, t̂ = τVn,m+1, ž = τVn−1,m−1, z = τVn,m−1,

ãäå τ -ôóíêöèÿ ðåøåòêè Âîëüòåððû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

τVn,m = eQn,m.

T T
ï

W
î

W W
ï

Z
î

Z

TL

TL

TL

Ðèñ. 4.2: Ðàñïîëîæåíèå ôóíêöèé Õèðîòû íà ðåøåòêå

4.4.11 Îáñóæäåíèå

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì (ðåøåòîê) áûë ïðåäëîæåí

ãàìèëüòîíîâ ìåòîä, ïðè êîòîðîì êîîðäèíàòàì q ñîîòâåòñòâóþò óçëû ðåøåòêè,
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à èìïóëüñàì p - åå ðåáðà. Òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè ãàìèëüòîíèàíà îòíîñè-

òåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé çàäàííîãî âèäà (4.63,4.65) ôèêñèðóåò êà-

ëèáðîâêó, ÷òî ïîçâîëÿåò, êàê è â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ýôôåêòèâíî âû-

äåëÿòü äåéñòâèòåëüíî ðàçëè÷íûå ðåøåòêè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Êàëèáðîâêà

ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà â êîíöå, ÷òî ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, çàïèñûâàòü óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ðåøåòêè â ôîðìå Õèðîòû.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî âîçìîæíî, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ìèóðû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, áëàãîäàðÿ óíèâåð-

ñàëüíîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âïëîòü äî ïåðâîé ñòåïåíè ïî p è qx, ïðè ýòîì ñòà-

íîâèòñÿ ïðîçðà÷íûì ñìûñë ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, êàê íåîáðàòèìûõ ïðè íåêî-

òîðûõ çíà÷åíèÿõ ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ - êîíñòàíò â äàííûõ ìîäåëÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû â äàííîé òåîðèè ïîÿâëÿþòñÿ åñòå-

ñòâåííî, êàê êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (4.65). Ïðè ýòîì, â óðàâíå-

íèÿõ (4.79),(4.81),(4.84) ìû íå âûïèñûâàëè ÿâíî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ,

ñâÿçàííûõ ñ òðàíñëÿöèåé âäîëü öåïî÷åê, à òàêæå îò ïàðàìåòðîâ, èñêëþ÷àåìûõ

ðàñòÿæåíèåì ïî x.

Ìû ïî÷òè íå êàñàëèñü ïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíûõ ðåøåíèé, îäíàêî ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå â äèñêðåòíîé ôîðìå ïîëåçíî äëÿ àëãåáðàè-

÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé (ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. òàêæå [163] è äð.),

ïîñêîëüêó ïîðÿäîê óðàâíåíèé ïî íåïðåðûâíûì ïåðåìåííûì ïîíèæàåòñÿ. Çàìå-

òèì, îäíàêî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â ÷èñòî äèñêðåòíîì âèäå

íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âûäåëèòü òðåáóåìûé êëàññ ðåøåíèé, â òî âðåìÿ êàê

óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé äàþò êîíñòðóêòèâíûé

ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé.

Èíòåðåñíî òàêæå èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ êîíå÷íîçîííûõ ðåøåíèé.

4.5 Òðåõìåðíàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà

èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû Äýâè-Ñòþàðòñîíà

Â ýòîì Ðàçäåëå áóäåò ïîñòðîåíà òðåõìåðíàÿ îêòàýäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïðåîáðà-

çîâàíèé Áåêëóíäà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ ñèñòåìû Äýâè�Ñòþàðòñîíà. Â óçëàõ

ðåøåòêè ðàñïîëîæåíû ôóíêöèè, ÷åðåç êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, îïðåäåëåíû

äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñèñòåìû Äýâè�Ñòþàðòñîíà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè
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ôóíêöèè ñâÿçàíû áèëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè òèïà Õèðîòû. Îäíèì èç óðàâ-

íåíèé ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî äèñêðåòíîå øåñòèòî÷å÷íîå óðàâíåíèå, ñîâïàäà-

þùåå ñî çíàìåíèòûì óðàâíåíèåì Õèðîòû.

Ñèñòåìà Äýâè�Ñòþàðòñîíà (ÄÑ) áûëà ïîëó÷åíà äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè [32]. Èçâåñòíûå èíòåãðè-

ðóåìûå ïðåäñòàâèòåëè ýòîãî ñåìåéñòâà ÄÑ-1 è ÄÑ-2 áûëè èññëåäîâàíû ìíîãèìè

àâòîðàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåãî àðñåíàëà òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, â òîì

÷èñëå ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è [12], ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà [81], (ñì. òàêæå

[60],[80],[162]) è áèëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [58],[50].

Äëÿ ïîèñêà ÿâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ÄÑ-1, ÄÑ-2 áûëî ïðîâåäåíî ìíîãî

àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé, ñðåäè êîòîðûõ íåîáõîäèìî îòìåòèòü

ðàáîòó [21], â êîòîðîé áûëè íàéäåíû ðåøåíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå â

îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ (äðîìèîíû), êîòîðûå ïîçäíåå áûëè îáîáùåíû [45]. Â ðà-

áîòå [58] ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå ýòèõ ðåøåíèé â âèäå äâîéíûõ âðîíñêèàíîâ â

áèëèíåéíîì âèäå (ñì. òàêæå ðàáîòû [152],[166] è öèòèðîâàííóþ â íèõ ëèòåðà-

òóðó).

4.5.1 Ñèñòåìà ÄC

Ìû âûáåðåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ÄC. Ðàñ-

ñìîòðèì ïàðó êîììóòèðóþùèõ â ñèëó êàíîíè÷åñêîé ñêîáêè Ïóàññîíà

{p(x, y), q(x′, y′)} = δ(x−x′)δ(y−y′), {p(x, y), p(x′, y′)} = 0, {q(x, y), q(x′, y′)} = 0

ãàìèëüòîíèàíîâ {H1,H2} = 0 è èõ ïëîòíîñòè:

H1 = pxqx + p q2
x + pÔp, Ô = ∂−1

y ∂x

H2 = pyqy + p q2
y + pÔ−p, Ô−1 = ∂−1

x ∂y,
(4.112)

ãäå Hi =
∫ ∫

dx dy Hi.

Êëàññè÷åñêèé âèä ñèñòåìû ÄÑ ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå q = log(u), p =

−χ
4uv. Ðàññìîòðèì ñóììó ïîòîêîâ, ïîðîæäàåìóþ ãàìèëüòîíèàíàìè H1 è H2

∂τ = ∂t1 + ∂t2 :

−vτ + vxx + vyy − χ
2v(Ô + Ô−1)uv = 0,

uτ + uxx + uyy − χ
2u(Ô + Ô−1)uv = 0,

(4.113)

ãäå Ô = ∂−1
y ∂x, Ô

−1 = ∂−1
x ∂y.
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Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ x = ξ + η, y = ξ − η, 2∂τ = i∂t, ïîëó÷àåì

ñèñòåìó ÄÑ-1:
−i vt + vξξ + vηη + 2χv(uv) + vφξ = 0,

i ut + uξξ + uηη + 2χu(uv) + uφξ = 0,

(∂2
ξ − ∂2

η)φ = −4χ∂ξ(uv).

(4.114)

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ x = ξ + iη, y = ξ − iη, 2∂τ = i∂t, ïîëó÷àåì

ñèñòåìó ÄÑ-2:
−i vt + vξξ − vηη + 2χv(uv) + vφξ = 0,

i ut + uξξ − uηη + 2χu(uv) + uφξ = 0,

(∂2
ξ + ∂2

η)φ = −4χ∂ξ(uv).

(4.115)

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ðàññìîòðåòü îáîáùåíèå ñèñòåìû ÄÑ:

−i vt + vξξ + c0vηη + c1v(uv) + c2vφξ = 0,

i ut + uξξ + c0uηη + c1u(uv) + c2uφξ = 0,

(∂2
ξ + c3∂

2
η)φ = c4∂ξ(uv).

(4.116)

Îäíàêî ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðàõ ci ñèñòåìà (4.116) íå ÿâëÿåòñÿ èí-

òåãðèðóåìîé. Ïðè âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ (c0, c1, c2, c3, c4) = (1, 2χ, 1,−1,−4χ)

ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ÄÑ-1, à ïðè âûáîðå (c0, c1, c2, c3, c4) = (−1, 2χ, 1, 1,−4χ)

ïîëó÷àåì ñèñòåìó ÄÑ-2.

Çàìåòèì, ÷òî êîíêðåòíàÿ ôîðìà èíòåãðèðóåìîé âåðñèè ñèñòåìû ÄÑ íå

âàæíà � âñå îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ãàìèëüòîíîâîé ïàðû (4.112) ñ ïîìîùüþ

òî÷å÷íîé è, èíîãäà êîíòàêòíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ, ñì. íàïðèìåð (4.117),(4.118),

ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà â ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ íå ìåíÿþòñÿ.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îáû÷íî ñèñòåìàìè ÄÑ-1 è ÄÑ-2 íàçûâàþò ñèñòåìû

(4.114),(4.115), íà êîòîðûå íàëîæåíà ñâÿçü v = u∗. Ìû èçó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áåêëóíäà â îáùåì ñëó÷àå, íå íàêëàäûâàÿ ýòó ñâÿçü.

Óêàæåì åùå îäíó ôîðìó çàïèñè èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ÄÑ (Øàáàò,

ßìèëîâ [139]) � ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàíó H1 èìååò âèä

ut1 = uxx + 2(uV )x,

vt1 = −vxx + (V 2)y + 2ux, Vy = vx,
(4.117)

åñëè v = qy, u = p,

à ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàíó H2 :

ut2 = uyy + 2(uv)y,

vt2 = −vyy + (v2 + 2U)y, Ux = uy,
(4.118)

åñëè v = qy, u = p.



143

4.5.2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà

Äëÿ ïîèñêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà (ÏÁ) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä, ïðåä-

ëîæåííûì â Ðàçäåëå 4.2. Åäèíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ÏÁ â ëþáîì ñëó-

÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â ïðàâèëüíîì âûáîðå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòîò âèä äèêòóåòñÿ ñòðóêòóðîé ãàìèëüòîíèàíà ðàññìàòðèâàå-

ìîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåì ñ ïëîòíîñòüþ ãàìèëü-

òîíèàíà H = −pqxx +A(p, qx), ïëîòíîñòü êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò

âèä F = cq̂2
x + qxf(q̂ − q) + g(q̂ − q). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè f, g è êîíñòàíòà

c íàõîäÿòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå èìïóëüñîâ, íàéäåííûõ èç êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, â ãàìèëüòîíèàí è òðåáîâàíèåì δ(H[p, q]−H[p̂, q̂]) = 0 îïðåäåëåíèÿ 4.2

êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà. Â ñëó÷àå ñèñòåìû ÄÑ ïðèìåíÿåòñÿ

àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

F [q, q̂] : p =
∂F
∂q

, p̂ = −∂F
∂q̂

.

1. Äâóìåðíàÿ öåïî÷êà Òîäû

Ïóñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F [q, q̂] èìå-

åò âèä:

F =
1

2
q̂xq̂y − f, f = eq̂−q ⇒

p = f, p̂ = q̂xy + f ⇒ δ(Hi[p, q]−Hi[p̂, q̂]) = 0, i = 1, 2.
(4.119)

Êâàäðàòíûå ñêîáêè ó àðãóìåíòîâ ôóíêöèé îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèÿ ìîæåò çà-

âèñåòü íå òîëüêî îò q èëè q̂, íî è îò èõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ñèëó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (4.119) è îïðåäåëåíèÿ 4.2 Ðàçäåëà 4.2 äàí-

íîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áåêëóíäà äëÿ ñè-

ñòåì ñ ãàìèëüòîíèàíîì H1,H2,

Èñêëþ÷àÿ èìïóëüñû èç (4.119), ïîëó÷àåì äâóìåðíóþ öåïî÷êó Òîäû

qxy = eq̂−q − eq−q̌. (4.120)

2. Äâóìåðíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ öåïî÷êà Òîäû 1

Ïóñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F [q, q(1)] èìå-

åò âèä:

F [q, q(1)] =
1

2
q(1)
x q(1)

y − f1q
(1)
y −

1

2
g1, f1 = eq

(1)−q, g1 = −eq(1)−qÔ−1eq
(1)−q, (4.121)
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òîãäà p = f1q
(1)
y + g1, p

(1) = q
(1)
xy + f1qy + g1, è óñëîâèå δ(Hi[p, q]−Hi[p

(1), q(1)]) =

0, i = 1, 2 âûïîëíÿåòñÿ, à çíà÷èò, ïðåîáðàçîâàíèå (4.121) îïðåäåëÿåò ïðåîáðà-

çîâàíèå Áåêëóíäà (p, q)→ (p(1), q(1)). äëÿ H1,H2.

Èñêëþ÷àÿ èìïóëüñû èç (4.121), ïîëó÷àåì äâóìåðíóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ öå-

ïî÷êó Òîäû 1:

qxy = q(1)
y eq

(1)−q − eq(1)−qÔ−1eq
(1)−q − qyeq−q

(−1)
+ eq−q

(−1)
Ô−1eq−q

(−1)
, (4.122)

ãäå èíäåêñ (−1) îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ê ðàññìîòðåííîìó âûøå

ïðåîáðàçîâàíèþ Áåêëóíäà.

3. Äâóìåðíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ öåïî÷êà Òîäû 2

Ïóñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F [q, q(2)] èìå-

åò âèä:

F [q, q(2)] =
1

2
q(2)
x q(2)

y − f2q
(2)
x −

1

2
g2, f2 = eq

(2)−q, g2 = −eq(2)−qÔeq(2)−q, (4.123)

òîãäà p = f2q
(2)
x + g2, p

(2) = q
(2)
xy + f2qx + g2, è óñëîâèå δ(Hi[p, q]−Hi[p

(2), q(2)]) =

0, i = 1, 2 âûïîëíÿåòñÿ, à çíà÷èò, ïðåîáðàçîâàíèå (4.123) îïðåäåëÿåò ÏÁ (p, q)→
(p(2), q(2)).äëÿ H1,H2.

Çäåñü èíäåêñ (1) è íèæå èíäåêñ (2) íóìåðóþò èìïóëüñû è êîîðäèíàòû

ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà.

Èñêëþ÷àÿ èìïóëüñû èç (4.123), ïîëó÷àåì äâóìåðíóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ öå-

ïî÷êó Òîäû 2:

qxy = q(2)
x eq

(2)−q − eq(2)−qÔeq(2)−q − qxeq−q
(−2)

+ eq−q
(−2)
Ôeq−q

(−2)
, (4.124)

ãäå èíäåêñ (−2) îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ê ðàññìîòðåííîìó âûøå

ïðåîáðàçîâàíèþ Áåêëóíäà (p, q)→ (p(2), q(2)).

Ðåëÿòèâèñòñêèå äâóìåðíûå öåïî÷êè Òîäû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì îäíîìåð-

íûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ öåïî÷åê Òîäû [128], (ñì. òàêæå [9] è öèòèðîâàííóþ òàì ëè-

òåðàòóðó). Òåðìèí �ðåëÿòèâèñòñêàÿ� ïî îòíîøåíèþ ê öåïî÷êå Òîäû, âîçìîæíî,

ÿâëÿåòñÿ íå ñëèøêîì óäà÷íûì, íî ïîâñåìåñòíî èñïîëüçóåòñÿ â ëèòåðàòóðå.

Â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ïàðàìåòðèçàöèþ äèíàìè÷åñêèõ ïåðå-

ìåííûõ p è q, à òàêæå äðóãèõ ïåðåìåííûõ â òåðìèíàõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â

áèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, à çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå â äàííîì Ðàçäåëå

ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà âûòåêàþò èç ýòèõ áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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4.5.3 Êîíñòðóêöèÿ ðåøåòêè ÏÁ ñèñòåìû ÄÑ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðàìåòðèçîâàòü äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è, èñïîëüçóåì ïðîñòîé òåñò Ïåíëåâå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè ïîëþñà è

åãî âû÷åòà. Íàïðèìåð, ïàðàìåòðèçàöèÿ q = log W
W̌
⇒ qx = Wx

W −
W̌x

W̌
îçíà÷àåò,

÷òî ôóíêöèÿ qx åñòü ñóììà ïîëþñîâ â òî÷êàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ íóëÿìè ïîëèíî-

ìà W è åäèíè÷íûìè âû÷åòàìè, è ïîëþñîâ â òî÷êàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ íóëÿìè

ïîëèíîìà W̌ è âû÷åòàìè −1, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå íóëè ïîëèíîìîâ ïîïàðíî

ðàçëè÷íû. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå âûâîäà âñåõ áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëèíîìè-

àëüíîñòü ôóíêöèé, âõîäÿùèìè â ýòè óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé (îíà

èñïîëüçîâàëàñü ÷èñòî òåõíè÷åñêè äëÿ âûâîäà ïàðàìåòðèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ). Îäíàêî âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ, òàêèõ êàê ñîëèòîííûå

èëè àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ôóíêöèè â áèëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ÿâ-

ëÿþòñÿ öåëûìè.

Äëÿ çàïèñè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåì ïðîèçâîäíóþ Õèðîòû, êî-

òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî:

Dk
xD

l
yD

m
t a · b = (

∂

∂x
− ∂

∂x′
)k(

∂

∂y
− ∂

∂y′
)l(

∂

∂x
− ∂

∂x′
)ma(x, y, t)b(x′y′t′)|x=x′,y=y′,t=t′.

(4.125)

Êîíå÷íî, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ Õèðîòû ýòî ïðîñòî âðîícêèàí.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ öåïî÷êó Òîäû

qxy = eq̂−q − eq−q̌, qx = z, p = eq̂−q ⇐⇒ zy = p− p̌, px = p(ẑ − z), (4.126)

ëèáî x↔ y.

Ïàðàìåòðèçóÿ p è q, ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíîå óðàâíåíèå Õèðîòû äëÿ

äâóìåðíîé öåïî÷êè Òîäû:

q = log
W

W̌
, p =

ŴW̌

W 2
⇒ DxDyW ·W = 2(ŴW̌ − λW 2). (4.127)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåîáðà-

çîâàíèå Ìèóðû èç ðàáîòû [139]:

Äâóìåðíàÿ öåïî÷êà Òîäû → Äâóìåðíàÿ öåïî÷êà Âîëüòåððû →
→ Äâóìåðíàÿ öåïî÷êà Ãåéçåíáåðãà.

Ïåðâàÿ èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ìèóðû [139] ïðèâîäèò ê

äâóìåðíîé öåïî÷êå Âîëüòåððû [139]:

z = B + ∂x∂
−1
y A, p = AB̂ ⇒ Ax = A(B̂ −B), By = B(A− Ǎ) (4.128)



146

Óðàâíåíèÿ Õèðîòû äëÿ äàííîé öåïî÷êè èìåþò âèä

A = ∂y log
W

V
, B = ∂x log

V

W̌
⇒ DyW · V = W̌ V̂ , Dx V · W̌ = V̌ W, (4.129)

çàìåòèì, ÷òî èç (4.129) ñëåäóåò, ÷òî A = V̂ W̌
V W , B = V̌ W

V W̌
.

Ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû [139] ïðèâîäèò ê äâóìåðíîé öåïî÷êå

Ãåéçåíáåðãà

B = − Qx

Q̂−Q
, A = − Q̂y

Q̂−Q
⇒ Qxy

QxQy
=

1

Q− Q̌
− 1

Q̂−Q
. (4.130)

Óðàâíåíèÿ Õèðîòû äëÿ ýòîé öåïî÷êè èìååò âèä

Q =
Ǔ

W̌
, Q̂ =

U

W
⇒ Dy U · V = Ǔ V̂ , Dx V · Ǔ = V̌ U. (4.131)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ Õèðîòû (4.131) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (4.129) ïðè

çàìåíå U → W.

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äëÿ äâóìåðíîé öåïî÷êè Òîäû

(∂x + ẑ)ψ̂ = ψ, ψy + pψ̂ = 0 (4.132)

âûïîëíÿþòñÿ, åñëè âûáðàòü ψ = V
W .

Åñëè ñäåëàòü çàìåíó W → U â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ,

òî óñëîâèÿ (4.132) âûïîëíÿþòñÿ, åñòåñòâåííî ïðè ψ = V
U .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì Ðàç-

äåëå, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ â äàííîì Ðàç-

äåëå.

Äëÿ äâóìåðíîé öåïî÷êè Òîäû íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç óðàâíåíèé (4.127)

ñëåäóþò ÏÁ (4.119), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñäâèãó W → Ŵ .

×òî êàñàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ öåïî÷åê, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç

íèõ. Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðèçàöèþ eq = V
V̌
, eq

(1)

= W
W̌
, ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâ-

íåíèå èç (4.121), òîãäà, âñëåäñòâèå óðàâíåíèé (4.129):

eq̂−q = p = eq
(1)−qq(1)

y − eq
(1)−qÔ−1eq

(1)−q ⇒ eq̂−q
(1) − q(1)

y + Ô−1eq
(1)−q = 0⇒

(
Wy

W
− Vy
V

)− (
Wy

W
− W̌y

W̌
) + Ô−1(

Vx
V
− W̌x

W̌
) = 0.

àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è âòîðîå óðàâíåíèå èç (4.121) ÿâëÿåòñÿ òîæäå-

ñòâîì â ñèëó áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.129).
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè 1 ñî-

îòâåòñòâóåò ñäâèãó V → W.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ öåïî÷êà Òîäû 2 ñîîòâåòñòâóåò

ïàðàìåòðèçàöèè eq = W
W̌
, eq

(2)

= V̂
V , (óðàâíåíèÿ (4.123) âûïîëíÿþòñÿ òîæäå-

ñòâåííî â ñèëó áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.129), à çíà÷èò, ïðåîáðàçîâàíèå Áåê-

ëóíäà ýòîé öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó W → V̂ .

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþW ↔ U, ïîëó÷èì åùå äâà ñäâèãà V → U è U → V̂ .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Áåêëóíäà ñèñòåì (4.112) ñîîò-

âåòñòâóåò ñäâèã íà ðåøåòêå ôóíêöèé. Êîìáèíàöèÿ ýòèõ ñäâèãîâ ïðèâîäèò ê

áåñêîíå÷íîé òðåõìåðíîé ðåøåòêå, â êàæäîì óçëå êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ôóíê-

öèÿ, êîòîðóþ ìû è íàçûâàåì �ðåøåòêîé ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà ñèñòåìû ÄÑ�.

Êîíå÷íî, ìû èìååì ââèäó èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè (4.112).

Ïðåäñòàâèòü ñåáå ýòó ðåøåòêó ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü (VW ), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿ-

ìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå öåïî÷êàì Òîäû ..V̌ , V, V̂ .. è ..W̌ ,W, Ŵ .. Ðàçìíîæèì ÷èñ-

ëî ýòèõ ïðÿìûõ, èñïîëüçóÿ ñäâèãè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿì Áåêëóí-

äà V → W è îáðàòíûì ê íèì. Ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-

ìûõ, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ñäâèãè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåëÿòèâèñòñêèì öåïî÷-

êàì Òîäû, ïîëó÷èì åùå äâà áåñêîíå÷íûõ íàáîðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ëåæà-

ùèõ â òîé æå ïëîñêîñòè. Â èòîãå ïîëó÷àåì òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó ïðåîáðàçîâà-

íèé Áåêëóíäà (4.112).

Ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé W ↔ U, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ïëîñêîñòü (W,U),

ïåðåñåêàþùóþ ïëîñêîñòü (W,V ) ïîä íåêîòîðûì óãëîì. Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó

ðàçìíîæåíèÿ ïëîñêîñòåé, àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðå ðàçìíîæåíèÿ ïðÿìûõ (ñì.

âûøå), ïîëó÷àåì òðåõìåðíóþ ðåøåòêó. Äàëåå ìû âûÿñíèì âèä ýòîé ðåøåòêè è

ðàñïîëîæåíèå ôóíêöèé íà íåé.

Âñÿ ðåøåòêà ïîðîæäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (4.127),(4.129)(4.131). Ìû ïîëó-

÷èì è äðóãèå óðàâíåíèÿ, ñëåäóþùèå èç ýòèõ. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ãàìèëüòîíèàíàì H1, H2 (4.112), ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì âðåìåíí�ûì

óðàâíåíèÿì Õèðîòû:

Dt1 W · W̌ = D2
xW · W̌ , Dt2 W · W̌ = D2

yW · W̌ . (4.133)

Êîìáèíèðóÿ óðàâíåíèÿ (4.129) è (4.131), ïîëó÷èì åùå òðè âàæíûõ ñîîò-
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íîøåíèÿ

Dx U ·W = V R̂, Dy U ·W = V̂ R, WǓ − UW̌ = V R, (4.134)

ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê ÷èñòî äèñêðåòíîìó òðåõìåðíîìó óðàâíåíèþ

Õèðîòû, ïðè÷åì ôóíêöèè, âõîäÿùåå â ýòî óðàâíåíèå åñòåñòâåííî ðàñïîëàãàþòñÿ

â âåðøèíàõ îêòàýäðà (ñì. íàïðèìåð [163] ãäå äàííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëåíî â

äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ).

Ââåäåì òàó-ôóíêöèè, êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ â âåðøèíàõ ðåøåòêè - τk,l,m,

òîãäà èç óðàâíåíèÿ Õèðîòû ñëåäóåò, ÷òî

R = τ0,0,1, W = τ1,0,0, W̌ = τ0,−1,0, U = τ0,1,0, Ǔ = τ−1,0,0, V = τ0,0,−1. (4.135)

TL

TL TL
U

U
î

W

W
î

V

R

Ðèñ. 4.3: Ðàñïîëîæåíèå ôóíêöèé â óçëàõ îêòàýäðà

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà ÿâëÿþò-

ñÿ ÷åòíûìè ñäâèãàìè, ò.å. åñëè ïðåäñòàâèòü ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà â âè-

äå âåêòîðà (∆k,∆l,∆m), òî ÷èñëî ∆k + ∆l + ∆m äîëæíî áûòü ÷åòíûì, íà-

ïðèìåð, ñäâèã (1, 1, 0) ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó âäîëü öåïî÷êè Òîäû. Ïðèìåíÿÿ

ýòîò ñäâèã ê ôóíêöèè W̌ , ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ W, ò.å. êîîðäèíàòà

ôóíêöèè W̌ ïëþñ âåêòîð ñäâèãà ðàâíà êîîðäèíàòå ôóíêöèèW. Äåéñòâèòåëüíî,

(0,−1, 0) + (1, 1, 0) = (1, 0, 0). Òàêèì îáðàçîì, óçëû ïîñòðîåííîé ðàíåå ðåøåòêè
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èìåþò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè, ïðè÷åì, ïîñêîëüêó ñóì-

ìà êîîðäèíàò ëþáîé òî÷êè îêòàýäðà (4.135) íå÷åòíà, à ñäâèãè òîëüêî ÷åòíû,

òî ëþáàÿ òî÷êà ðåøåòêè èìååò íå÷åòíóþ ñóììó êîîðäèíàò. Òîãäà τk,l,m ïðè-

íàäëåæèò ðåøåòêå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè k + l + m - íå÷åòíî, ò.å.

ïîëó÷èâøàÿñÿ ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ îêòàýäðè÷åñêîé ïîäðåøåòêîé êóáè÷åñêîé ðå-

øåòêè. Âòîðàÿ ïîäðåøåòêà (åñëè ÷èñëî k + l + m - ÷åòíî) íèêàê íå ñâÿçàíà ñ

èçó÷àåìîé ðåøåòêîé.

Ïîëó÷åííûå áèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä:

DxDy τk+1,l,m · τk+1,l,m = 2(τk,l−1,mτk+2,l+1,m − λτk+1,l,mτk+1,l,m) (4.136)

Dx τk,l,m−1 · τk,l−1,m = τk−1,l−1,m−1τk+1,l,m,

Dx τk,l,m−1 · τk−1,l,m = τk−1,l−1,m−1τk,l+1,m,

Dx τk−1,l,m · τk,l−1,m = τk−1,l−1,m−1τk,l,m+1,

Dy τk+1,l,m · τk,l,m−1 = τk,l−1,mτk+1,l+1,m−1,

Dy τk,l+1,m · τk,l,m−1 = τk−1,l,mτk+1,l+1,m−1,

Dy τk,l+1,m · τk+1,l,m = τk,l,m+1τk+1,l+1,m−1.

(4.137)

Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Õèðîòû

τk+1,l,mτk−1,l,m − τk,l+1,mτk,l−1,m = τk,l,m+1τk,l,m−1. (4.138)

Âðåìåíí�ûå óðàâíåíèÿ Õèðîòû

Dt1 τk+1,l,m · τk,l−1,m = D2
x τk+1,l,m · τk,l−1,m,

Dt2 τk+1,l,m · τk,l−1,m = D2
y τk+1,l,m · τk,l−1,m.

(4.139)

Èòàê, ïîñòðîåíà îêòàýäðè÷åñêàÿ òðåõìåðíàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåê-

ëóíäà äëÿ èíòåãðèðóåìûõ âåðñèé ñèñòåìû ÄÑ, îïðåäåëÿåìàÿ áèëèíåéíûìè óðàâ-

íåíèÿìè (4.136)�(4.139). Óðàâíåíèÿ (4.137), â îñîáåííîñòè òî, êàê îíè âëîæåíû

â ðåøåòêó, à òàêæå ðåëÿòèâèñòñêèå äâóìåðíûå öåïî÷êè Òîäû (4.122),(4.124)

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ðàáîòàõ [51], [157] ïîñòðîåíû ïîõîæèå áèëèíåéíûå óðàâ-

íåíèÿ äëÿ àíàëîãè÷íûõ ñèñòåì, êîòîðûå, îäíàêî, íå ñîâïàäàþò ñ (4.137). Ìû

íå çàíèìàëèñü ïîñòðîåíèåì ðåøåíèé, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåêîòîðûå

ðåäóêöèè è óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ

ñîëèòîííûõ (äðîìèîííûõ) ðåøåíèé äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü öåïî÷êè ÏÁ. Îäíà-

êî ðåøåòêà íåîáõîäèìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äâóìåðíîé öåïî÷êè Âîëüòåððû

è äâóìåðíîé öåïî÷êè Ãåéçåíáåðãà.
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Âàæíî, ÷òî â ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ðåøåòêó, âõîäèò ÷èñòî

äèñêðåòíîå òðåõìåðíîå óðàâíåíèå Õèðîòû (4.138), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

êëþ÷åâûõ â èåðàðõèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó ïóòåì ïåðåõîäà ê ðàç-

ëè÷íûì ïðåäåëàì, çàìåíîé ïåðåìåííûõ è.ò.ï. ìîæåò áûòü ñâåäåíî ïðàêòè÷åñêè

êî âñåì èçâåñòíûì ñîëèòîííûì óðàâíåíèÿì [163].

Â ýòîé Ãëàâå áûë ðàçâèò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà, ñî-

ñòîÿùèé â òîì, ÷òî âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ýòèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû ìîäåëè òèïà íåëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà, ñèñòåìû òèïà ÊäÔ è äðóãèå ñèñòåìû. Ïîñòðîåíû ïðîèç-

âîäÿùèå ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîãî ÏÁ. Ïîêàçàíî, ÷òî öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé

ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè, ïðè÷åì ëàãðàíæèàí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûøå-

óïîìÿíóòûìè ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè. Ðÿä ïîëó÷åííûõ ÏÁ ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè. Îñîáåííî íåòðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íîâîãî ÏÁ

äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè.

Äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì òàêèõ, êàê ñèñòåìà Òîäû, ñèñòåìà Ëåâè, ñèñòå-

ìà Ãåéçåíáåðãà è óðàâíåíèÿ Ëàíäàó�Ëèôøèöà ïîëó÷åíû êàê îáû÷íûå, òàê è

ðåëÿòèâèñòñêèå (�ìàãíèòíûå�) öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà. Êîìáèíàöèÿ

îáû÷íûõ è �ìàãíèòíûõ� ÏÁ ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ÏÁ.

Äëÿ èíòåãðèðóåìûõ âàðèàíòîâ ñèñòåìû Äåâè�Ñòþàðòñîíà áûëè ïîñòðîå-

íû àíàëîãè÷íûå ÏÁ, à òàêæå îêòàýäðè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóí-

äà.
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Ãëàâà 5

Ìåòîä îäåâàíèÿ ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ î÷åíü óäîáíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ ëèíåé-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâíî. Ìû èñïîëüçóåì ìåòîä îäåâàíèÿ äëÿ

òîãî, ÷òîáû ðàñøèðèòü êëàññ òàêèõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ïðèìå-

íÿåì ìåòîä îäåâàíèÿ ê ëèíåéíîìó äâóìåðíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó,

â òîì ÷èñëå ê îïåðàòîðó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ìåòîä îäåâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó [31], ýôôåêòèâåí

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ, â òîì ÷èñëå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â [137] â

ïðèìåíåíèè ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå.

Îáû÷íî ïðîöåäóðà îäåâàíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü H �

íåêîòîðûé îïåðàòîð, à ψ � åãî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ: Hψ = λψ. Ïðèìåíÿÿ

îäåâàþùèé îïåðàòîð S ê ôóíêöèè ψ, ïîëó÷àåì ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ψ̂ = Sψ

îäåòîãî îïåðàòîðà Ĥψ̂ = λψ̂, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

ĤS = SH. (5.1)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îïåðàòîð Äàðáó âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S =
∂

∂x
− ψx(µ, x)

ψ(µ, x)
,

ãäå ψ(µ, x)− ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà H ñ íåêîòîðûì ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì µ : Hψ(µ, x) = µψ(µ, x).

×òî êàñàåòñÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, òî âûáîð îïåðàòîðà Äàðáó çäåñü íåîä-

íîçíà÷åí. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [43] â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó âûáèðàåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Â ðàáîòå [151] â ýòîì êà÷åñòâå ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðà-

çîâàíèå Ìóòàðà.
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Â ýòîé Ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäåâàþùèé îïåðàòîð S ÿâëÿ-

åòñÿ äâóìåðíûì ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì

S = A(x, y)∂x +B(x, y)∂y + C(x, y),

à H, Ĥ− äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òàêîé âûáîð îáóñëîâëåí ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì: â ðàáîòå [142] áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ĤΨ̂(x, y) = 0, Ĥ =
(x− y)2

2

[
∂

∂x

1− x2

(x− y)2

∂

∂x
+

∂

∂y

y2 − 1

(x− y)2

∂

∂y

]
+ γ2(x− y)

ÿâëÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ̂(x, y) = (∂x − ∂y)a(x)b(y), ãäå a è b íåêîòîðûå

ôóíêöèè (ïîäðîáíåå ñì. íèæå). Ìû ïîêàæåì, êàê ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà, à òàêæå ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ∂x = ∂
∂x , ∂y = ∂

∂y ,

∂xF = Fx, ∂yF = Fy.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

ôîðìå, â êîòîðîé ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ

H = Hx+Hy, Hx = f1(x)∂2
x + g1(x)∂x+h1(x), Hy = f2(y)∂2

y + g2(y)∂y +h2(y),

òîãäà ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè îïåðàòîðà Í èìååò âèä ψ(x, y) =

a(x)b(y), ãäå a(x) è b(y) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ Hx è Hy ñîîòâåò-

ñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè g1(x), g2(y) ìîãóò áûòü çàíóëåíû ñ ïîìîùüþ

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà H, îäíàêî ìû ýòîãî íå äåëàåì äëÿ

òîãî, ÷òîáû âûáðàòü áîëåå ïðîñòîé âèä îïåðàòîðà S.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 0 ìîæíî âûáðàòü

îïåðàòîð H â áîëåå îáùåé ôîðìå H = eφ(x,y)(Hx +Hy).

Èç óðàâíåíèÿ (5.1) ïîëó÷àåì

Ĥ = eφ(x,y)(H1∂
2
x +H2∂

2
y +H3∂x +H4∂y +H5),
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ãäå

H1 = f1(x), H2 = f2(y),

H3 = g1(x) + f ′1(x) + φx(x, y)f1(x) + φy(x, y)f1(x)
B(x, y)

A(x, y)
− 2f1(x)

Ax(x, y)

A(x, y)

H4 = g2(y) + f ′2(y) + φy(x, y)f2(y) + φx(x, y)f2(y)
A(x, y)

B(x, y)
− 2f2(y)

By(x, y)

B(x, y)

H5 = h1(x) + h2(y) + g′1(x) + φx(x, y)g1(x)− 2f1(x)
Cx(x, y)

A(x, y)
− f ′1(x)

C(x, y)

A(x, y)

+ 2f1(x)
Ax(x, y)C(x, y)

A2(x, y)
− φx(x, y)f1(x)

C(x, y)

A(x, y)
− φy(x, y)f1(x)

B(x, y)C(x, y)

A2(x, y)

+ φy(x, y)g1(x)
B(x, y)

A(x, y)
− g1(x)

Ax(x, y)

A(x, y)
− g2(y)

Ay(x, y)

A(x, y)
− f ′1(x)

Ax(x, y)

A(x, y)

− φy(x, y)f1(x)
Ax(x, y)B(x, y)

A2(x, y)
− f1(x)

Axx(x, y)

A(x, y)
− φx(x, y)f1(x)

Ax(x, y)

A(x, y)
+

+ 2f1(x)
A2
x(x, y)

A2(x, y)
+ 2f2(y)

Ay(x, y)By(x, y)

A(x, y)B(x, y)
− f2(y)

Ayy(x, y)

A(x, y)
− φx(x, y)f2(y)

+
Ay(x, y)

B(x, y)
− φy(x, y)f2(y)

Ay(x, y)

A(x, y)
− f ′2(y)

Ay(x, y)

A(x, y)
.

(5.2)

Ìû ïîëó÷àåì òàêæå òðè óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè

A(x, y), B(x, y), C(x, y), φ(x, y),

íî íå âûïèñûâàåì ýòè óðàâíåíèÿ ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè.

Â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ îïåðàòîðîì S = ∂x − ∂y,
âàæíûì äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

5.1 Ñëó÷àé S = ∂x − ∂y

Â ýòîì ñëó÷àå òðè óïîìÿíóòûõ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, ïîëó÷àÿ

ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

eφ(x,y) =
F1(x+ y)

f1(x) + f2(y)
=

F2(x+ y)

g1(x) + g2(y)
=

F3(x+ y)

h1(x) + h2(y)
. (5.3)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âòîðîå

ðàâåíñòâî â (5.3), ïîëó÷àÿ

g1(x) + g2(y) = F (x+ y)(f1(x) + f2(y)).
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî x è ïî y, ïîëó÷àÿ

F ′′(x+ y)(f1(x) + f2(y)) + 2F ′(x+ y)(f ′1(x) + f ′2(y)) = 0

èëè

s(x+ y)(f1(x) + f2(y)) + 2(f ′1(x) + f ′2(y)) = 0, s(t) =
F ′′(t)

F ′(t)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî x è y, ïîëó÷àåì

s′′(x+ y)(f1(x) + f2(y)) + 2s′(x+ y)(f ′1(x) + f ′2(y)) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, s′′ = s′s⇒ s′ = 1
2(s2 + β2)⇒ s(t) = β 1+C exp(βt)

1−C exp(βt) .

Ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:

1. β 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.3) èìååò

âèä
f1(t) = a1 exp(βt) + d1, f2(t) = a2 exp(−βt)− d1,

g1(t) = b1 exp(βt) + e1, g2(t) = b2 exp(−βt)− e1,

h1(t) = c1 exp(βt) + k1, h2(t) = c2 exp(−βt)− k1.

(5.4)

2. β = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.3) èìååò âèä

f1(t) = −f2(t) = a1t
2 + b1t+ c1, g1(t) = −g2(t) = a2t

2 + b2t+ c2,

h1(t) = −h2(t) = a3t
2 + b3t+ c3.

(5.5)

Âûáðàâ f1(t) = 1
2(1 − t2), g1(t) = 0, h1(t) = γ2t, ïîëó÷àåì ãàìèëüòî-

íèàí èç ðàáîòû [142]. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ýòîé Ãëàâû, ëåãêî ïîëó÷èòü âîëíîâóþ

ôóíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ [142]: Ψ0 = (∂x − ∂y)a(x)b(y), ãäå a è b ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé

(1− x2)a′′(x) + 2γ2 a(x)(x+ ν) = 0, (1− y2)b′′(y) + 2γ2 b(y)(y + ν) = 0.

Â ðàáîòå [142] ν = 1, ïðè ýòîì ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè

Áåññåëÿ:

a(x) = C1(x− 1)1/2I(1, 21/22γ(x− 1)1/2) + C2(x− 1)1/2K(1, 21/22γ(x− 1)1/2).

Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî è äëÿ b(y).
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5.2 Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Äàðáó

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ýéëåðà-Äàðáó [109], êîòîðîå óæå

ïîÿâëÿëîñü â Ãëàâå 1 è â Ãëàâå 2:

uxy +
αux − β uy
x− y

= 0. (5.6)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êâàíòîâîãî ñïèíîâîãî îïåðàòî-

ðà:
S1 = −1

2(x2 − 1)∂x − 1
2(y2 − 1)∂y + 1

2(βx+ αy),

S2 = − i
2(x2 + 1)∂x − i

2(y2 + 1)∂y + i
2(βx+ αy),

S3 = −x∂x − y∂y + 1
2(α + β) ⇒ [Si, Sj] = i eijkSk

è îïåðàòîð Ýéëåðà Äàðáó

L = ∂x∂y +
α

x− y
∂x −

β

x− y
∂y,

òîãäà

[S1, L] = (x+ y)L, [S2, L] = i(x+ y)L, [S3, L] = 2L

è

S2
1 + S2

2 + S2
3 + (x− y)2L = s(s+ 1),

ãäå s = 1
2(α + β).

Òîãäà îïåðàòîðû Si ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Äàðáó óðàâíåíèÿ Ýéëåðà -

Äàðáó, ò.å. åñëè u - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.6) òîãäà ui = Siu- òàêæå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (5.6).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû S± = S1±iS2. Íà÷èíàÿ ñ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.6)

u0 = (x − y)α+β+1 ìû ðàçìíîæàåì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ un = (−S−)nu0,

òîãäà un = Pn(x, y)u0, ãäå

P0 = 1, P1 = (α + 1)x+ (β + 1)y, P2 = (α + 1)(α + 2)x2+

+ 2xy(α + 1)(β + 1) + (β + 1)(β + 2)y2,

P3 = (α + 1)(α + 2)(α + 3)x3 + 3(α + 1)(α + 2)(β + 1)x2y+

+ 3(α + 1)(β + 1)(β + 2)xy2 + (β + 1)(β + 2)(β + 3)y3 · · ·

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÝÄ uµ =
√
x− µ

√
y − µ,

òîãäà

S+uµ = − ∂

∂µ
uµ, S−uµ = µ2 ∂

∂µ
uµ − 2µs uµ, S3uµ = µ

∂

∂µ
uµ − s uµ.
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Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå â ãàìèëüòîíèàíå íå ðàçäåëåíû, íî

îíè ðàçäåëåíû â íà÷àëüíîì ÷àñòíîì ðåøåíèè è ðîëü îïåðàòîðîâ Äàðáó èãðàþò

îïåðàòîðû S±.

5.3 Âîçìîæíûå ñõåìû ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå

Â äàííîì Ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ñ ÷àcòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ îäåâàíèå

óðàâíåíèé, êîòîðûå ðàçäåëåíû ïî ïåðåìåííûì.

Íàèáîëåå ïðîñòî ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðè çàäàííîì îäåâàþùåì

îïåðàòîðå S. Ïðèâåäåì ïðèìåð: ïóñòü S = y∂x − x∂y, òîãäà

f1(x) = f2(x) =
a

x2
+ b, g1(x) = g2(x) = − a

x3
+
c

x
, h1(x) = h2(x) = dx2 + e.

Èíòåðåñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå â îäåòîì ãàìèëüòîíèàíå òàêæå ðàç-

äåëåíû:

H1(x, y) = H2(y, x) =
a

x2
+ b, H3(x, y) = 0, H4(x, y) = H5(y, x) = −3a

x3
+
c

a
,

H6(x, y) = w(x) + w(y), w(x) = 3
a

x4
− c

x2
+ e+ dx2.

Ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ S,H, Ĥ ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé êëàñ-

ñèôèêàöèîííîé çàäà÷åé. Îäíàêî äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåíåíèé áîëåå åñòåñòâåí-

íîé è áîëåå ïðîñòîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ïóñòü äàí îïåðà-

òîð Ĥ, òîãäà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü îïåðàòîðûH,S, åñëè ýòî

âîçìîæíî, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (5.2). Íàïðèìåð, ïåðâîå óñëîâèå, êîòîðîå íóæíî

ïðîâåðèòü H2

H1
= f2(y)

f1(x) , ïðè ýòîì âîññòàíàâëèâàþòñÿ ôóíêöèè f1(x), f2(y). Ïðî-

öåäóðà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà, îïðåäåëÿÿ ïðè ýòîì ôóíêöèè Hi(x, y), A(x, y),

B(x, y), C(x, y), ò.å. îïåðàòîðû H,S.

5.4 Äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

Â ýòîì Ðàçäåëå ìû ïðèìåíèì ñõåìó îäåâàíèÿ óðàâíåíèé ñ ðàçäåëåííûìè ïå-

ðåìåííûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ðåøåíèé äâóìåðíûõ óðàâíåíèé òèïà Øðå-

äèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå. Â ñëó÷àå íååäèíè÷íîé ìåòðèêè áóäåò ïðîèíòåãðè-

ðîâàí êëàññ ðåøåíèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè äî îäåâàíèÿ. Ïîêàçàíî,
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â ÷àñòíîñòè, ÷òî îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä îïåðàòîðàìè äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ â ñëó÷àå åäèíè÷íîé ìåòðèêè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Õîïôà. Óñòà-

íîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ñ åäèíè÷íîé

ïðàâîé ÷àñòüþ è ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Õîïôà.

Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè íîâûõ ðåøåíèé äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

âàæíà äëÿ ïðèëîæåíèé è íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì. Òàêàÿ çàäà÷à, èñïîëüçóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (îäíîãî èç âàðè-

àíòà ìåòîäà îäåâàíèÿ), ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [116] (ñì. òàêæå [43]).

Ìåòîä îäåâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó [31], ýôôåêòèâåí

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ, â òîì ÷èñëå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð â [137], â

ïðèìåíåíèè ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå. Î äðóãîì âàðèàíòå ìåòîäà îäåâàíèÿ -

ïðåîáðàçîâàíèè Ìóòàðà ñì. [151].

Ìû íà÷èíàåì ñ ãàìèëüòîíèàíà H, â êîòîðîì ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû:

H = t(x, y)(∂2
x + ∂2

y + u1(x) + u2(y)). (5.7)

Ìû íå âûïèñûâàåì ëèíåéíûå ïî ïðîèçâîäíûì ÷ëåíû, ïîñêîëüêó îíè äîëæíû

áûëè áû òàêæå çàâèñåòü îò îäíîé ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé è ìîãóò áûòü

óñòðàíåíû êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Îïåðàòîð S ìû âûáèðàåì â âèäå

S =
1

T (x, y)
(∂x + φ(x, y)∂y + f(x, y)). (5.8)

Çäåñü T (x, y), φ(x, y), f(x, y) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì T (x, y) � ÷èñòî

êàëèáðîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ è âûáèðàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèÿ óäîáñòâà. Îïåðàòîð S

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì äâóìåðíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, â ÷åì è ñîñòîèò

îñíîâíîå îòëè÷èå îò öèòèðóåìûõ âûøå ðàáîò [116],[137], ãäå îïåðàòîð îäåâàíèÿ

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ φ = ±i. Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû ñîõðàíèòü âåùåñòâåí-

íîñòü ïðåîáðàçîâàíèé, ìû âûíóæäåíû âûáðàòü îäåâàåìûé è îäåòûé ãàìèëü-

òîíèàí â âèäå, ãäå îïåðàòîð èìïóëüñà çàìåíÿåòñÿ íà îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ

−i∇ → ∇, à çíà÷èò, ìû áóäåì ãîâîðèòü íå îá óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà, à îá

îäåâàíèè îïåðàòîðà òèïà Øðåäèíãåðà.

Ìû äåéñòâóåì óðàâíåíèåì (5.1) íà âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ è çàíóëÿåì

âñå ÷ëåíû ïî ïðîèçâîäíûì. Çàíóëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ψxxx, ψxxy, ψxyy, ψyyy
ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó âèäó îäåòîãî ãàìèëüòîíèàíà:

Ĥ = t(x, y)((∂x − A1(x, y))2 + (∂y − A2(x, y))2 + U(x, y)). (5.9)
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Êîýôôèöèåíòû ïðè ψxx, ψyy îïðåäåëÿþò âåêòîðíûå ïîòåíöèàëû A1, A2 ñîîòâåò-

ñòâåííî, à êîýôôèöèåíò ïðè ψxy ïðèâîäèò ê èíòåðåñíîìó ñîîòíîøåíèþ

tx + φty − 2
φy − φφx
φ2 + 1

t = 0. (5.10)

Ïîäñòàíîâêà

t =
w(Z)

Z2
x + Z2

y

, φ = −Zx
Zy

(ãäå Z- ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò x è y, à w- ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò Z) ïîë-

íîñòüþ èíòåãðèðóåò ñîîòíîøåíèå (5.10). Çàíóëåíèå êîýôôèöèåíòà, íàïðèìåð,

ïðè ψy îïðåäåëÿåò îäåòûé ïîòåíöèàë U, äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåí-

òà ïðè ψx ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ f, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

f̃ = fZy

Zxf̃x + Zyf̃y +
Z2
x − Z2

y

Z2
x + Z2

y

(Zyy − Zxx − 4ZxZyZxy)f̃ + Zxy(Z
2
y − Z2

x)

+
1

2
(−ZyZxxx + ZxZxxy − ZyZxyy + ZxZyyy) + (Zxx − Zyy)ZxZy = 0.

Èùåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

f̃ =
1

2
(
Zy
Zx
Zxx −

Zx
Zy
Zyy) + f̃0,

òîãäà óðàâíåíèå äëÿ f0 íå èìååò ëîêàëüíûõ ïî Z ðåøåíèé (ò.å. çàâèñÿùèõ òîëü-

êî îò Z è åãî ïðîèçâîäíûõ), ïîýòîìó ïîëàãàåì f0 = 0, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ñëåäó-

þùåå óðàâíåíèå:

∂x∂y log φ = 0,

Z = L(

∫
dxF (x)−

∫
dyG(y)),

óðàâíåíèå ïðè ψ èìååò âèä u(x, y) = u1(x) + u2(y)

u(x, y)− 1

2

F ′′(x)

F (x)
+

3

4

F ′2(x)

F 2(x)

− 1

2

G′′(y)

G(y)
+

3

4

G′2(y)

G2(y)
+

+ (F 2(x) +G2(y))R′(

∫
dxF (x)−

∫
dy G(y)) = 0.
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Ïðè R′ = µ2 = const ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû

u1(x) =
1

2

F ′′(x)

F (x)
− 3

4

F ′2(x)

F 2(x)
− µ2F (x)2, u2(y) =

1

2

G′′(y)

G(y)
− 3

4

G′2(y)

G2(y)
− µ2G(y)2.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, y) = ψ1(x)ψ2(y) (íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå)

ψ1(x) =
1√
F (x)

(a1e
µ
∫
dxF (x) + a2e

−µ
∫
dxF (x)),

ψ2(y) =
1√
G(y)

(b1e
µ
∫
dy G(y) + b2e

−µ
∫
dy G(y)).

Îäåòàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ̂ :

ψ̂ = Sψ =
2µ√

F (x)
√
G(y)

(a1b1e
µ(
∫
dxF (x)+

∫
dy G(y)) − a2b2e

−µ(
∫
dxF (x)+

∫
dy G(y))).

Ìàãíèòíîå ïîëå

B =
F (x)G(y)

(F (x)2 +G(y)2)2
(G′2(y)−F ′2(x))+

1

2

1

F 2(x) +G2(y)
(G(y)F ′′(x)−F (x)G′′(y)).

Ïîòåíöèàë

U(x, y) = u(x, y)− G2(y)

F (x)

F ′′(x)

F 2(x) +G2(y)
− F 2(x)

G(y)

G′′(y)

F 2(x) +G2(y)
+

G2(y)

F 2(x)

G2(y) + 3F 2(x)

(F 2(x) +G2(y))2
F ′2(x) +

F 2(x)

G2(y)

F 2(x) + 3G2(y)

(F 2(x) +G2(y))2
G′2(y).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè F (x), G(y) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ïîòåíöèàë è ìàã-

íèòíîå ïîëå ïîñëå îäåâàíèÿ è ïîòåíöèàë äî îäåâàíèÿ (ìàãíèòíîå ïîëå äî îäåâà-

íèÿ ðàâíî íóëþ). Áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ãàìèëüòîíèàí ïîñëå îäåâàíèÿ ñ

çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, U = 0, B 6= 0. Ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ â

îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî, îäíàêî åñòü îäèí íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð, çàäàþùèé

ôóíêöèþ G íåÿâíî:

F (x) = 1,

G(y)∫
da

1− a2

1 + a2

1√
(a2 − 1)a(4µ2a+ c1)

= y + c2.

5.5 Ñëó÷àé t = 1. Îäåâàíèå îïåðàòîðà òèïà Øðåäèíãåðà

Â ñëó÷àå t = 1 ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî îäåâàíèå îïåðàòîðà òèïà Øðåäèíãåðà

(ñ åäèíè÷íîé ìåòðèêîé) ñ íåíóëåâûì íà÷àëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì, ïðè ýòîì
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ãàìèëüòîíèàíû äî è ïîñëå îäåâàíèÿ èìåþò âèä:

H0 = (∂x − a1(x, y))2 + (∂y − a2(x, y))2 + u(x, y),

H = (∂x − A1(x, y))2 + (∂y − A2(x, y))2 + U(x, y),
(5.11)

ïðè÷åì îäåâàþùèé îïåðàòîð S äîëæåí èìåòü êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíóþ ôîð-

ìó:

S = (∂x − a1(x, y)) + φ(x, y)(∂y − a2(x, y)) + f(x, y). (5.12)

Îòìåòèì âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî - èç (5.10) ïðè t = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíê-

öèÿ Z óäîâëåòâîðÿåò äâóìåðíîìó óðàâíåíèþ ýéêîíàëà

Z2
x + Z2

y = w(Z), φ = −Zx
Zy
, (5.13)

à ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Õîïôà

φy = φφx.

Êîíå÷íî, ïî çàäàííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Õîïôà òàêæå ìîæíî ïîñòðî-

èòü ðåøåíèå äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (5.13), à èìåííî:

âûáèðàåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà â âèäå

z(φ) = x+ yφ⇒ φxx = −z′′(φ)φ3
x, φxxx = −z′′′(φ)φ4

x + 3(z′′(φ))2φ5
x. (5.14)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

(x, y)→ (φ(x, y), φx(x, y)) = (φ, η)

x = z(φ)− φ(z′(φ)− 1

η
), y = z′(φ)− 1

η
,

∂x = η∂φ − η3z′′(φ)∂η, ∂y = ηφ∂φ + η2(1− ηφz′′(φ))∂η.

(5.15)

Ââåäåì âåëè÷èíó ξ =

√
1+φ2

η −
∫
dφ z′′(φ)

√
1 + φ2, òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ñ åäèíè÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ (∂xξ)
2+

(∂yξ)
2 = 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ∂xF + φ∂yF = 0

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F (ξ). Âûáåðåì ôóíêöèþ F òàêóþ, ÷òî F ′2(Z) = w(Z), òîãäà

ýòà ôóíêöèÿ è ôóíêöèÿ z(φ) çàäàþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (5.13).

Âû÷èñëèì ìàãíèòíîå ïîëå â îäåòîì ãàìèëüòîíèàíå H â çàâèñèìîñòè îò

ïîëÿ â ãàìèëüòîíèàíå H0 :

B = ∂xA2 − ∂yA1 = B0 + ∂x∂y log(φ) = B0 + ∂2
xφ, B0 = ∂xa2 − ∂ya1.
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Ïîòåíöèàëû

u =
1

1 + φ2
[−f 2 + (∂x + φ∂y − ηφ)f − 1

4
η2 +G(ξ)],

U =
1

1 + φ2
[−f 2 − (∂x + φ∂y − ηφ)f − 1

4
η2 +G(ξ)],

(5.16)

ãäå G(ξ) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ìàãíèòíûå ïîëÿ

B0 = −1

2
∂2
xφ−

1

1 + φ2
(∂y − φ∂x − φx)f, B =

1

2
∂2
xφ−

1

1 + φ2
(∂y − φ∂x − φx)f.

(5.17)

Àíàëîã îäåâàþùåé öåïî÷êè ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ

óðàâíåíèÿ (5.16),(5.17):

u(f̂ , ẑ, ∂̂x, ∂̂y, ˆG(ξ)) = U(f, z, ∂x, ∂y, G(ξ)), B0(f̂ , ẑ, ∂̂x, ∂̂y) = B(f, z, ∂x, ∂y)

(5.18)

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ýòîì Ðàçäåëå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ôóíêöèè

çàâèñÿò îò φ, η (ýòè ïåðåìåííûå íå ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè îäåâàíèè), ïîýòîìó îïå-

ðàòîðû ∂x, ∂y îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.15), ïðè îäåâàíèè ýòè îïåðàòîðû ïðå-

îáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó:

z(φ)→ ẑ(φ)⇒ ∂x → ∂̂x, ∂y → ∂̂y

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñ ïîñòîÿííûì îäåòûì ïîòåíöèàëîì

z(φ) = µ
√

1 + φ2, s(φ, η) = 2µ
η2√

1 + φ2
− 1

16µ

√
1 + φ2 (5.19)

B0 = − η

16µ

1

(1 + φ2)1/2
− 3

2
µ

η3

(1 + φ2)3/2
, B = − η

16µ

1

(1 + φ2)1/2
− 1

2
µ

η3

(1 + φ2)3/2

u = − 1

256µ2
+ 8µ2 η2

(1 + φ2)3/2
, U = − 1

256µ2
.

Ñëó÷àé φ = const 6= ±i
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

u(x, y) =
1

φ2 + 1
(D+f − f 2), U(x, y) = − 1

φ2 + 1
(D+f + f 2), D+ = ∂x + φ∂y,

ò.å. îäåâàþùóþ öåïî÷êó, ïðè÷åì

A1(x, y) = a1(x, y), A2(x, y) = a2(x, y),

b(x, y) = ∂xa2 − ∂ya1 =
D−f

φ2 + 1
, D− = ∂x − φ∂y.
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Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëîñü îäåâàíèå îïåðàòîðîâ òèïà Øðåäèíãåðà

â ìàãíèòíîì ïîëå. Â äàííîì âàðèàíòå ìåòîäà îäåâàíèÿ ìàãíèòíîå ïîëå èçìå-

íÿåòñÿ â ïðîöåññå îäåâàíèÿ. Áûëè ðàññìîòðåíû îïåðàòîðû òèïà Øðåäèíãåðà,

êàê ñ íååäèíè÷íîé ìåòðèêîé (t 6= 1), òàê è ñ åäèíè÷íîé ìåòðèêîé (t = 1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ è ñ íóëåâûì

íà÷àëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì êëàññ ðåøåíèé ïî ñóùåñòâó ñâåëñÿ ê ñèñòåìàì

ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè. Âñå îòâåòû â ýòîì ñëó÷àå ñòðîÿòñÿ â ïðîñòîé

è ÿâíîé ôîðìå, õîòÿ îäåòûé ãàìèëüòîíèàí ñîäåðæèò ïîòåíöèàë è ìàãíèòíîå

ïîëå ñ íå ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Âàæíî óñòàíîâèòü, ìîæíî ëè ñíÿòü

íàëîæåííûå îãðàíè÷åíèÿ èëè ïîëó÷åííûé îòâåò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì.

Âî âòîðîì ñëó÷àå âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû ñ íåíóëåâûìè íà÷àëüíûìè

è êîíå÷íûìè ìàãíèòíûìè ïîëÿìè è ïîòåíöèàëàìè.

Áûëî áû èíòåðåñíî ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ âîçìîæíûõ ðåøåíèé â ýòèõ

äâóõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ñëó÷àé, êîãäà ïî-

òåíöèàë îäåòîãî ãàìèëüòîíèàíà ðàâåí 0, à ìàãíèòíîå ïîëå íåò.

Ñîîòíîøåíèå (5.10) èíòåðåñíî òåì, ÷òî ïðè t = 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

ðåøåíèå äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà âèäà (5.13) ïî çàäàííîìó ðåøåíèþ

óðàâíåíèÿ Õîïôà è, íàîáîðîò, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà âèäà (5.13) çàäàåò

ÿâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà. Ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ êëàññè-

ôèêàöèÿ ïîëó÷àåìûõ òàêèì îáðàçîì ðåøåíèé.

5.6 Ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ ìàññ

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàíû ñ àíèçîòðîïíûìè ìàññàìè:

H = t(x, y)(a(x)∂2
x + b(y)∂2

y + u(x, y)), (5.20)

Ĥ = t(x, y)(a(x)(∂x − A1(x, y))2 + b(y)(∂y − A2(x, y))2 + U(x, y)).

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû èçîòðîïíîìó ñëó÷àþ

a = 1, b = 1, ðàññìîòðåííîìó ðàíåå, ïîýòîìó ïðèâåäåì òîëüêî îêîí÷àòåëüíûå

ôîðìóëû.

Ïîëó÷àåì

S =
1

F (x)
∂x +

1

G(y)
∂y +

1

2

F ′(x)

F 2(x)
+

1

2

G′(y)

G2(y)
,
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t =
1

L′2(
∫
dxF (x)−

∫
dy G(y))(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))

.

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë

A1 =
1

a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)
×

×
[
F (x)G′(y)b(y) +

1

2
F (x)G(y)b′(y)− (

F ′(x)

F (x)
+

1

2

a′(x)

a(x)
)G2(y)b(y)

]
,

A2 =
1

a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)
×

×
[
G(y)F ′(x)a(x) +

1

2
F (x)G(y)a′(x)− (

G′(y)

G(y)
+

1

2

b′(y)

b(y)
)F 2(x)a(x)

]
.

Ìàãíèòíîå ïîëå

B =
a(x)G(y)F ′′(x)− b(y)F (x)G′′(y)

a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)
− 2F (x)G(y)

a2(x)F ′2(x)− b2(y)G′2(y)

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
−

− 1

2

a′(x)G(y)F ′(x)(a(x)F 2(x)− 3b(y)G2(y))2

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
−

− 1

2

b′(y)G′(y)F (x)(3a(x)F 2(x)− b(y)G2(y))2

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
+

+
1

2

F (x)G(y)(a′′(x)− b′′(y))

a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)
− 1

2

F (x)G(y)(a′2(x)F 2(x)− b′2(y)G2(y))

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
.

Ïîòåíöèàë äî îäåâàíèÿ

u(x, y) = a(x)
1

2

F ′′(x)

F (x)
+ b(y)

1

2

G′′(y)

G(y)
− a(x)

3

4

F ′2(x)

F 2(x)
− b(y)

3

4

G′2(y)

G2(y)
+

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))R(

∫
dxF (x)−

∫
dy G(y)).
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Ïîòåíöèàë ïîñëå îäåâàíèÿ

U(x, y) = u(x, y)− a(x)b(y)

F (x)

G2(y)F ′′(x)

a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)
−

− a(x)b(y)

G(y)

F 2(x)G′′(y)

a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)
+

+ a(x)b(y)F ′2(x)
G2(y)

F 2(x)

3a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
+

+ a(x)b(y)G′2(y)
F 2(x)

G2(y)

a(x)F 2(x) + 3b(y)G2(y)

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
+

+
1

2
a′(x)b(y)F ′(x)

G2(y)

F (x)

3a(x)F 2(x)− b(y)G2(y)

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
−

− 1

2
a(x)b′(y)G′(y)

F 2(x)

G(y)

a(x)F 2(x)− 3b(y)G2(y)

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
+

+
1

4
a′2(x)

b(y)G2(y)

a(x)

3a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
+

+
1

4
b′2(y)

a(x)F 2(x)

b(y)

a(x)F 2(x) + 3b(y)G2(y)

(a(x)F 2(x) + b(y)G2(y))2
−

− 1

2

a(x)b′′(y)F 2(x) + a′′(x)b(y)G2(y)

a(x)F 2(x) + b(y)G2(y)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â ðàáîòå [142], îòíîñèòñÿ ê äàííîìó

êëàññó îäåâàíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ïðè ýòîì

a(x) = x2 − 1, b(y) = 1− y2, F (x) = 1, G(y) = −1,

R(x) =
1

x
, u(x, y) = y − x, L(x) = 2

√
x.

Â ýòîé Ãëàâå ìåòîä îäåâàíèÿ ïðèìåíÿëñÿ ê ñèñòåìàì ñ ðàçäåëåííûìè ïå-

ðåìåííûìè. Ïðèìåð, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ýòîò ìåòîä, ÿâíî ïðîäåìîíñòðèðîâàë åãî

ýôôåêòèâíîñòü. Ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

òèïà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå. Êàê ïîáî÷íûé ðåçóëüòàò, áûëî

óñòàíîâëåíî, ÷òî ïî ëþáîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà ñ åäèíè÷íîé ïðàâîé

÷àñòü ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà è íàîáîðîò, ò.å.

ýòè óðàâíåíèÿ èçîìîðôíû.
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Ãëàâà 6

Ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïåíëåâå

6.1 Ââåäåíèå

Â äàííîé Ãëàâå áóäåò ïîñòðîåíà ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äèíà-

ìèêó ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ëåâè - äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

òèïà ÍØ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèíàìèêà ÷àñòèö ñ çàðÿäîì îäíîãî çíàêà (ò.å. äèíà-

ìèêà ïîëþñîâ ñ âû÷åòàìè îäíîãî çíàêà) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ìîçåðà. Ïîõîæàÿ

ñèñòåìà áûëà ðàíåå ïîëó÷åíà (ñì. íàïðèìåð [27]) êàê äèíàìèêà ïîëþñîâ óðàâ-

íåíèÿ Áåíäæàìèíà-Îíî. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåìû Áåíäæàìèíà-

Îíî ïîëþñà ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó âû÷åòàìè

äîëæíû íàõîäèòüñÿ â êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ òî÷êàõ, à â ñëó÷àå ñèñòåìû Ëå-

âè ýòî îãðàíè÷åíèå îòñóòñòâóåò.

Â ýòîé Ãëàâå áóäóò òàêæå ïîñòðîåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà ðàññìàò-

ðèâàåìîé ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû. Öåïî÷êó òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñòî äèñêðåòíóþ âåðñèþ ñèñòåìû Ìîçåðà. Ñ ïîìî-

ùüþ àâòîìîäåëüíîé ðåäóêöèè ñèñòåìû Ëåâè ïîëó÷åíû ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ

÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëþñàì, êîòîðûå äàëåå

èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ñèñòåìà ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ (çàðÿä ðàâåí âû÷åòó) ñ

êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì â ïëîñêîñòè. Ìû ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå êó-

ëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïåíëåâå PII − PIV.

Áóäóò âûâåäåíû óðàâíåíèÿ íà íóëè è ïîëþñà ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíå-

íèé PV−PV I.Äëÿ âñåõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà âî âíåøíåì ïîëå.
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6.2 Äèíàìèêà ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé

ñèñòåìû Ëåâè

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ëåâè èìååò âèä

at = ∂x(ax + a2 + 2ab+ νa), bt = ∂x(−bx + 2ab+ b2 + νb). (6.1)

Èñïîëüçóÿ àíàëèç îñîáåííîñòåé è àñèìïòîòèê ðåøåíèé ñèñòåìû (6.1), íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

a = αx+β+
∑
w

1

x− w
−
∑
v

1

x− v
, b = α′x+β′+

∑
v

1

x− v
−
∑
w̌

1

x− w̌
, (6.2)

ïðè÷åì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåëè÷èí α, α′, β, β′ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè

óðàâíåíèÿìè:

αt = 2α(α + 2α′), α′t = 2α′(α′ + 2α), (6.3)

βt = β(α + 2α′) + α(β + 2β′ + ν), β′t = β′(α′ + 2α) + α′(β′ + 2β + ν).

Ïóñòü ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò íàáîðó {a} (ò.å. a ∈ {a}), ïðè÷åì ÷èñëî ýëåìåí-

òîâ íàáîðà íå ôèêñèðóåòñÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà-

÷åíèÿ:∑
f(x− a) =

∑
a∈{a}

f(x− a),
∑

f(a− a′) =
∑

a′∈{a}, a′ 6=a

f(a− a′). (6.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.2) â (6.1), ïîëó÷èì ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ïîëþñîâ

ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ëåâè (6.1)

− 1

2
wt = (α + α′)w + β + β′ +

ν

2
+
∑ 1

w − w′
−
∑ 1

w − w̌
, (6.5)

− 1

2
w̌t = (α + α′)w̌ + β + β′ +

ν

2
+
∑ 1

w̌ − w
−
∑ 1

w̌ − w̌′
(6.6)

è ñîîòíîøåíèÿ íà w è v (ïîäðîáíåå ñì. â ñëåäóþùåì ðàçäåëå).

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

w = fw + g, v = fv + g, w̌ = fw̌ + g, (6.7)

ïðè÷åì

ft = −2(α + α′)f, gt = −2(α + α′)− 2(β + β′)− ν, dξ = −2
dt

f 2
.
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Ïîäñòàâëÿÿ (6.7) â (6.5), èìååì

wξ =
∑ 1

w −w′
−
∑ 1

w − w̌
, w̌ξ =

∑ 1

w̌ −w
−
∑ 1

w̌ − w̌′
(6.8)

è àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿ v.

Ìîæíî ïåðåïèñàòü ñèñòåìó (6.8) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi,ξ =
∑
j 6=i

qj
xi − xj

, q2
i = 1, (6.9)

ïðè ýòîì xi ∈ {w}, åñëè qi = 1, è xi ∈ {w̌}, åñëè qi = −1. Ñèñòåìà (6.9) îïè-

ñûâàåò äâèæåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ â ïëîñêîñòè, ïðè÷åì ñêîðîñòü çàðÿäîâ

ïðîïîðöèîíàëüíà äåéñòâóþùåé íà íèõ ñèëå (äèíàìèêà ëàíæåâåíîâñêîãî òèïà).

Èíòåðåñíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó òîëü-

êî ïîëîæèòåëüíûõ èëè òîëüêî îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äèô-

ôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â (6.8) è èñêëþ÷àÿ w̌ ñ ïîìîùüþ (6.8), ïîëó÷èì

ñèñòåìó Êàëîäæåðî-Ìîçåðà (ñì. òàêæå [27])

wξξ = −2
∑ 1

(w −w′)3
, vξξ = −2

∑ 1

(v − v′)3
. (6.10)

Àâòîìîäåëüíàÿ ðåäóêöèÿ ñèñòåìû Ëåâè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ïåíëåâå

IV íåïîñðåäñòâåííî (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû) ñ ïîìîùüþ

àâòîìîäåëüíîé ïîäñòàíîâêè xi = ηi(2γt)
1/2 â (6.9). Ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ëåâè ïå-

ðåõîäÿò â ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü ïðåä-

ñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå

IV

γηi =
∑
j 6=i

qj
ηi − ηj

, q2
i = 1. (6.11)

Ïîçäíåå ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ óðàâíåíèé PII −
PV I, èñïîëüçóÿ àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè îñîáûõ òî÷åê.

6.2.1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ

ðåøåíèé ñèñòåìû Ëåâè

Ïðèìåíÿÿ êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà, ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñòî äèñ-

êðåòíóþ èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå

â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ðàçìíîæèòü,
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ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà, ïîëó÷àÿ òåì ñàìûì ðåøåíèå äëÿ äèñêðåò-

íîé ñèñòåìû.

Öåïî÷êà (êîìïîçèöèÿ) ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà äëÿ ñèñòåìû Ëåâè åñòü

öåïî÷êà Âîëüòåððû. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå

ax = a(b̂− b), b̂x = b̂(â− a), (6.12)

ìîæíî ïîëó÷èòü íîâîå ðåøåíèå (â, b̂) ñèñòåìû Ëåâè (6.1) èç ðåøåíèÿ (a, b).

Ïóñòü a = an, â = an+1 (çäåñü è äàëåå x = xn, x̂ = xn+1, x̌ = xn−1),

òîãäà an,x = an(bn+1 − bn), bn,x = bn(an − an−1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷àÿ

b = cm−1, a = cm, b̂ = cm+1, â = cm+2, íåòðóäíî ïîëó÷èòü öåïî÷êó Âîëüòåððû â

åå îáû÷íîé çàïèñè

cm,x = cn(cm+1 − cm−1). (6.13)

Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå (6.2) â (6.12), èìååì

α̂ = α, β̂ = β, α̂′ = α′, β̂′ = β′, Nâ = Na + 1, Nb̂ = Nb + 1, (6.14)

ãäå Nf− ñóììà âû÷åòîâ ôóíêöèè f.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé (6.1) îïðåäåëÿþò-

ñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ñëåäóþò èç óðàâíåíèÿ íà a èç (6.1)):

αw + β =
∑ 1

w − v̂
− 2

∑ 1

w − w′
+
∑ 1

w − w̌
, (6.15)

αv + β = −
∑ 1

v − v̂
+ 2

∑ 1

v − v′
−
∑ 1

v − w̌
,

αv + β =
∑ 1

v − v̌
−
∑ 1

v − w̌
, αw + β =

∑ 1

w − v̂
−
∑ 1

w − ŵ
. (6.16)

Óðàâíåíèå íà b èç (6.1) äàåò:

α′w + β′ = −
∑ 1

w − ŵ
+ 2

∑ 1

w − w′
−
∑ 1

w − v
, (6.17)

α′v + β′ =
∑ 1

v − w
− 2

∑ 1

v − v′
+
∑ 1

v − v̌
,

α′v + β′ =
∑ 1

v − w
−
∑ 1

v − v̂
, α′w + β′ =

∑ 1

w − w̌
−
∑ 1

w − v
. (6.18)

Óðàâíåíèÿ (6.16) è (6.18) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèé íà ïîëèíîìû:

W ′
n+1Wn −W ′

nWn+1 + (αnx+ βn)WnWn+1 = αnWn+2Wn−1, (6.19)
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W2n(x) =
∏
w

(x− wn), W2n−1(x) =
∏
v

(x− vn),

α2n = α, α2n−1 = α′, β2n = β, β2n−1 = β′.

Èç óðàâíåíèé (6.15)-(6.18) ëåãêî ïîëó÷èòü äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Êàëîäæåðî-

Ìîçåðà (îïðåäåëÿþùåå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà ñèñòåìû Êàëîäæåðî-Ìîçåðà):

−
∑ 1

w − ŵ
+ 2

∑ 1

w − w′
−
∑ 1

w − w̌
= 0,

−
∑ 1

v − v̂
+ 2

∑ 1

v − v′
−
∑ 1

v − v̌
= 0.

(6.20)

Â Ðàçäåëå 4.4 ðàññìàòðèâàëàñü äâóìåðíàÿ ðåøåòêà ïðåîáðàçîâàíèé Áåê-

ëóíäà ñèñòåìû Ëåâè (ðåøåòêà Âîëüòåððû). Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ ñ (6.12)

ñèñòåìó

anm + bnm + νn = an+1
m−1 + bn+1

m + νn+1, anmb
n
m+1 = an+1

m bn+1
m , (6.21)

ãäå èíäåêñ m îïðåäåëÿåò ñäâèã âäîëü öåïî÷êè Âîëüòåððû (6.13), à èíäåêñ n-

ñäâèã âäîëü ðåëÿòèâèñòñêîé öåïî÷êè Âîëüòåððû.

Ïîäñòàíîâêà îáùåãî ðàöèîíàëüíîãî ðåøåíèÿ (6.2) â (6.21) ïðèâîäèò ê ñëå-

äóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

wn
m = vn+1

m , αn + α′n = αn+1 + α′n+1, αnα′n = αn+1α′n+1, (6.22)

βn + β′n + νn = βn+1 + β′n+1 + νn+1,

αnβ′n + α′nβn = αn+1β′n+1 + α′n+1βn+1,

βnβ′n + αnNbn + 1 + α′nNan = βn+1β′n+1 + αn+1Nbn+1 + α′n+1Nan+1.

Ìîæíî âûïèñàòü òàêæå óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (6.19) íà äâóìåðíîé ðåøåòêå:

W n+1
m,x W

n
m −W n+1

m W n
m,x + (αn+mx+ βn+m)W n+1

m W n
m = αn+mW

n
m+1W

n+1
m−1, (6.23)

W n
m,xW

n
m+1−W n

mW
n
m+1,x + (αn+mx+ βn+m)W n

mW
n
m+1 = αn+mW n+1

m W n−1
m+1, (6.24)

ãäå W = W n+1
m , V = W n

m, W̌ = wn
m+1, V̌ = W n−1

m+1.

Ïîìèìî îáû÷íûõ ñèììåòðèé, ñèñòåìû òèïà ÍØ îáëàäàþò è ìàñòåð-ñèììåòðèÿìè

(ñì. [10], ãäå ìàñòåð-ñèììåòðèè âûïèñàíû â íàèáîëåå óäîáíîé ôîðìå). Íàïðè-

ìåð, äëÿ ñèñòåìû Ëåâè ìàñòåð-ñèììåòðèÿ èìååò âèä

aτ = xat+a
2+3ab+(ν+2)ax, bτ = xbt+b

2+3ab+(ν−2)bx, µ = ν+2. (6.25)



170

Ïîäñòàâëÿÿ àíçàö (6.2) â (6.25), èìååì

wτ = wwt − (ν + 1), vτ = vvt − ν, ν̂ = ν + 2. (6.26)

Èíòåðåñíî, ÷òî äèíàìèêà ïîëþñîâ ïî âðåìåíè τ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàñòåð-

ñèììåòðèè (6.26), îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Õîïôà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ïðè÷åì

ðåøåíèå, íàïðèìåð äëÿ v, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â íåÿâíîì âèäå

g(v − ντ) = t+ τv − ν τ
2

2
, (6.27)

ãäå g− ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

6.2.2 Ñòåïåíè ïîëèíîìîâ. Âîçìîæíûå çàìûêàíèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû âûïèñûâàëè óðàâíåíèÿ íà äèíàìèêó ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ

ðåøåíèé ñèñòåìû Ëåâè, à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ íèõ, íå óêàçûâàÿ

ÿâíî äîïóñòèìîå ÷èñëî ïîëþñîâ â êàæäîì èç ýòèõ ðåøåíèé. Íåòðóäíî ïîëó÷èòü

óðàâíåíèÿ íà ñòåïåíü ïîëèíîìîâ â (6.23) è (6.24). Îòâåò çàâèñèò îò α è α′,

êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ âäîëü öåïî÷êè Âîëüòåððû. Âûïèøåì îòâåò äëÿ ðàçíûõ

ñëó÷àåâ è óêàæåì âîçìîæíîå çàìûêàíèå ðåøåòêè:

α 6= 0, α′ 6= 0. Óðàâíåíèÿ

Nn
k +Nn+1

k + 1 = Nn+1
k−1 +Nn

k+1, Nn
k +Nn+1

k−1 + 1 = Nn
k−1 +Nn+1

k . (6.28)

Îáùåå ðåøåíèå

Nn
k = (k +

n+ l

2
)2 + Ln, l ∈ Z, Ln + (

n+ l

2
)2 ∈ Z. (6.29)

Çàìûêàíèå

Nn+n0
k+k0

= Nn
k , n0 = −2k0, Ln = Ln+2k0. (6.30)

α 6= 0, α′ = 0. Óðàâíåíèÿ

Nn
k +Nn+1

k + 1 = Nn+1
k−1 +Nn

k+1, Nn
k +Nn+1

k−1 = Nn
k−1 +Nn+1

k . (6.31)

Îáùåå ðåøåíèå

Nn
k =

1

2
k(k − 1) + kl + Ln, l ∈ Z, Ln ∈ Z. (6.32)

Çàìûêàíèå

Nn+n0
k+k0

= Nn
k , k0 = 0, Ln = Ln+n0. (6.33)
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6.2.3 Ñèñòåìà Òîäû

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû

B = a+ b, A = ab̂ = ab+ ax, (6.34)

ïîëó÷èì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó Òîäû

At = ∂x
δH

δB
, Bt = ∂x

δH

δA
, H = AxB + AB2 + A2, (6.35)

äóàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìèóðû èìååò âèä

B̃ = a+ b̂ = a+ b+
ax
a
, Ã = ab, (6.36)

äóàëüíàÿ ê (6.35) ñèñòåìà èìååò âèä

Ãt = ∂x
δH̃

δB̃
, B̃t = ∂x

δH̃

δÃ
, H̃ = −ÃxB̃ + Ã B̃2 + Ã2. (6.37)

Îòìåòèì, ÷òî ïàðà (Ã, ˇ̃B) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (6.35). Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ

ñèñòåì (6.35) è (6.37) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

B(x, t) = (α + α′)x+ β + β′ +
∑ 1

x− w
−
∑ 1

x− w̌
, (6.38)

B̃(x, t) = (α + α′)x+ β + β′ +
∑ 1

x− v̂
−
∑ 1

x− v
,

ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (6.15),(6.16),(6.17),(6.18) è (6.20), ïîëó÷èì

A = (αx+ β)(α′x+ β′) + α(Nb + 1) + α′Na −
∑ 1

(x− w)2
, (6.39)

Ã = (αx+ β)(α′x+ β′) + αNb + α′Na −
∑ 1

(x− v)2
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíû p = Ã, z = ν+ ˇ̃B óäîâëåòâîðÿþò p−z âåðñèè
öåïî÷êè Òîäû:

px = p(ẑ − z), zx = p− p̌. (6.40)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äâóìåðíîìó ñëó÷àþ. Ðàññìîòðèì îäíó èç ñèñòåì Äýâè-

Ñòþàðòñîíà

ut = uxx + 2(uV )x, vt = −vxx + (V 2)y + 2ux, Vy = vx. (6.41)
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Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, ïðè÷åì

v = qy, u = p, H = pxqx + p q2
x + p∂−1

y ∂xp. (6.42)

Îòìåòèì, ÷òî ðåäóêöèÿ ãàìèëüòîíèàíà (6.42) ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ∂−1
y ∂x → 1

ïðèâîäèò ê ãàìèëüòîíèàíó ñèñòåìû Òîäû (6.35), åñëè A = p, B = qx. Ïîëüçóÿñü

(6.38), èùåì ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ (6.41) â âèäå

q = log
Wn

Wn−1
, p =

Wn−1Wn+1

W 2
n

, Wn = Q2n. (6.43)

Òîãäà ïîëþñà wn(y, t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå Êàëîäæåðî-Ìîçåðà (6.10) ïî t,

àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèé ÊÏ è ÊäÂ

ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó èç ðàáîòû Ìîçåðà è òåîðåìû Êðè÷å-

âåðà (ñì. íàïðèìåð [164]) ñëåäóåò, ÷òî äèíàìèêà ïîëþñîâ ïî t â ýòîì ñëó÷àå

îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì H3, à íå áîëåå ïðîñòûì H2 êàê â ñëó÷àå ñèñòåìû

Ëåâè è Äýâè-Ñòþàðòñîíà.

×òî æå êàñàåòñÿ äèíàìèêè ïî y, òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

wn,y =
Wn−1(wn)Wn+1(wn)

W ′2
n (wn)

, Wn(wn) = 0. (6.44)

6.2.4 Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ëåâè

Ðàññìîòðèì àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ äèâåðãåíòíûõ ñèñòåì òèïà íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Òàêèå ñèñòåìû â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óæå ðàññìàòðèâà-

ëèñü â ïîäðàçäåëå 4.2.1. Äåéñòâèÿ äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S =

∫ ∫
(pqt − pxqx − V (p, qx))dt dx. (6.45)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ, íàäî ïîòðåáîâàòü îäèíà-

êîâóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t êàæäîãî ÷ëåíà â äåéñòâèè (6.45). Ñðàâíåíèå

ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé àâòîìîäåëüíîé ïîäñòàíîâêå:

qx = b(t)y(ξ), p = c(t)z(ξ), ξ = a(t)x, a′ = 2a3, b = aν, c = aλ. (6.46)

Èíòåãðèðóÿ âåëè÷èíó qx ïî x è äèôôåðåíöèðóÿ ïî t, ïîëó÷àåì

q =
b

a
Y (ξ) + c1t, Y ′(ξ) = y(ξ).
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Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü ëþáóþ ôóíêöèþ îò t â ôîðìóëó äëÿ q, íî èç

ñîîáðàæåíèé îäíîðîäíîñòè äîáàâëÿåì ëèíåéíóþ ïî t. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî

ïîòðåáîâàòü îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè V

V (p, qx) = V (cz, by) = abc V (z, y). (6.47)

Äëÿ ñèñòåìû Ëåâè V (p, qx) = p2qx + pq2
x. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

ν = 1, λ = 1 ⇐⇒ a = b = c,

êðîìå òîãî, ê äåéñòâèþ ìîæíî äîáàâèòü ÷ëåí âèäà c2

∫
a(t)2 dt

∫
qxdx, êîòîðûé

íå äàåò âêëàä â âàðèàöèþ äåéñòâèÿ â êîîðäèíàòàõ x, t, íî, ýòî íå òàê â êîîðäè-

íàòàõ ξ, t, êðîìå òîãî, ýòîò ÷ëåí èìååò ïðàâèëüíóþ îäíîðîäíîñòü ïî âðåìåíè.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ qx, qt, p â àâòîìîäåëüíîì âèäå â äåéñòâèå (6.45),

ïîëó÷àåì:

S =

∫
a(t)2 dt

∫
dξ(−z′y + 2ξ yz − z2y − zy2 + c1z + c2y). (6.48)

Âàðüèðóÿ ïî z äåéñòâèå (6.48) íàõîäèì z èç ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ. Ïîä-

ñòàâëÿÿ íàéäåííîå z â (6.48) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

w(x, a, b) = y(−ξ, c1, c2), x = −ξ, a =
1

2
c1 − c2 + 1, b = −1

2
c2

1,

ïîëó÷èì Ëàãðàíæèàí òðàíñöåíäåíòà Ïåíëåâå IV (6.53).

6.3 Ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà è ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áåêëóíäà óðàâíåíèé Ïåíëåâå

Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå øåñòü óðàâíåíèé

Ïåíëåâå (a, b, c, d− ÷èñëà):

PI : wxx = 6w2 + x,

PII : wxx = 2w3 + xw + a,

PIII : wxx =
w2
x

w
− wx

x
+
aw2 + b

x
+ cw3 +

d

w
,

PIV : wxx =
w2
x

2w
+

3w3

2
+ 4xw2 + 2(x2 − a)w +

b

w
,

PV : wxx = (
1

2w
+

1

w − 1
)w2

x −
wx
x

+
2

x2
(w − 1)2(aw +

b

w
) +

cw

x
+
dw(w + 1)

w − 1
,

PV I : wxx =
1

2
(

1

w
+

1

w − 1
+

1

w − x
)w2

x − (
1

x
+

1

x− 1
+

1

w − x
)wx+
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+
w(w − 1)(w − x)

x2(x− 1)2

[
a+

bx

w2
+

c

(w − 1)2
(x− 1) +

dx(x− 1)

(w − x)2

]
.

Âñå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå, êðîìå ïåðâîãî (ò.å. PII − PV I), ìîãóò èìåòü ïîäâèæ-

íûå îñîáûå òî÷êè â âèäå ïðîñòûõ ïîëþñîâ, ïðè÷åì ðåøåíèå âáëèçè ýòèõ îñîáûõ

òî÷åê âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

w(x) =
q

x− z
+ g(z) + o(z)(x− z), x→ z, (6.49)

çàðÿä q (âû÷åò) íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïîëþñà äëÿ óðàâíåíèé PII, PIII è

PIV, ïðè÷åì q = ±const, (q2 = 1 äëÿ óðàâíåíèé PII è PIV ). Ôóíêöèÿ g(z)

äëÿ óðàâíåíèé PII, PIII è PIV íå çàâèñèò îò çàðÿäà q (äëÿ óðàâíåíèé PV è

PV I ýòî íå òàê), è ïðèìåíèìà ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé

êóëîíîâñêîãî ãàçà: îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ïåíëåâå èìååò âèä

w(x) = αx+ β +
∑
i

qi
x− xi

, (6.50)

èñïîëüçóÿ (6.49), èìååì

g(xi)− αxi − β =
∑
j 6=i

qj
xi − xj

, ∀i. (6.51)

Ïîÿñíèì ñìûñë òåðìèíà �êóëîíîâñêèé ãàç� - îïðåäåëèì ïîòåíöèàë

u(x) = −G(x) +
1

2
αx2 + βx, G′(x) = g(x)

òîãäà, âàðüèðóÿ ôóíêöèîíàë ýíåðãèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïî ïîëîæåíèþ çàðÿ-

äîâ xi
E =

∑
i

qiu(xi) +
∑
i>j

qiqj log(xi − xj), (6.52)

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî äâóìåðíîìó çàêîíó Êóëîíà è íàõîäÿùèõñÿ â ïîòåíöè-

àëå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.51). Ìû ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû

ïîçäíåå.

Âñå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëå-
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äóþùèå ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíîâ:

LI : L =
w2
x

2
+ 2w3 + xw,

LII : L = w2
x + w4 + xw2 + 2aw,

LIII : L =
w2
x

2w2
x+ aw − b

w
+
x

2
(cw2 − d

w2
),

LIV : L =
w2
x

w
+ w3 + 4w2x+ 4w(x2 − a)− 2b

w
,

LV : L =
w2
x

w(w − 1)2
x+

4

x
(aw − b

w
)− 2c

w − 1
− 2dw

(w − 1)2
x,

LV I : L =
w2
x

2

x(x− 1)

w(w − 1)(w − x)
+

+
aw

x(x− 1)
− b

w(x− 1)
− c

x(w − 1)
− d

w − x
.

(6.53)

Âñå ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíîâ óðàâíåíèé Ïåíëåâå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

L = C(w, x)− 1

4A(w, x)
(wx + B(w, x))2, (6.54)

ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè ãàìèëüòîíîâñêîå îïèñàíèå ýòèõ ñèñòåì

L = pwx +A(w, x)p2 + B(w, x)p+ C(w, x), (6.55)

äåéñòâèòåëüíî, èñêëþ÷àÿ p èç (6.55), ïîëó÷èì (6.54). Ãàìèëüòîíîâà ôîðìà îïè-

ñàíèÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå áûëà ââåäåíà â ðàáîòå [118], (ñì. òàêæå [146]). Ýòî

îïèñàíèå î÷åíü óäîáíî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà äëÿ óðàâíå-

íèé Ïåíëåâå (êðîìå ïåðâîãî) â óíèâåðñàëüíîé ôîðìå

− 1

2A(w, x)
(wx + B(w, x)) = p =

D

ŵ − w
, (6.56)

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ãàìèëüòîíèàíà èìåþò âèä

A = a3w
3 + a2w

2 + a1w + a0, B = b2w
2 + b1w + b0, C = c1w, (6.57)

ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äåéñòâóþò íà íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

âi = ai, b̂2 = b2 − 3a3D, b̂1 = b1 − 2a2D, b̂0 = b0 − a1D, (6.58)

c1 = b2D − a3D
2, ĉ1 = 2a3D

2 − b2D.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà (èëè Øëåçèíãåðà) àêòèâíî èçó÷àëèñü ìíîãèìè

àâòîðàìè, îäíàêî, ñëåäóåò îòìåòèòü ïèîíåðñêóþ ðàáîòó Ãðîìàêà [52], à òàêæå

ñòàòüþ Àáëîâèöà è Ôîêàñà [44]. Çàìåòèì, ÷òî ÏÁ óðàâíåíèé Ïåíëåâå â ýòîì Ðàç-

äåëå áóäóò èãðàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü - îíè íåîáõîäèìû, ÷òîáû îïðåäåëèòü

ãàìèëüòîíîâñêèå ïàðàìåòðû A,B,C,D, çàêîí èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïðåäåëåíèå

ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé Ïåíëåâå ÷åðåç ýòè ïàðàìåòðû.

Èñïîëüçóÿ (6.55) è (6.56), ìîæíî ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêèå ñïèíîâûå ñèñòå-

ìû, ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå PJ (PII − PV I) :

i

2
νJ(x)~Sx = [~S × δHJ

δ~S
], HJ = (~SÎJ ~S) + ( ~hJ ~S), ~S2 = D2, (6.59)

ãäå

νII = νIV = 1, νIII = νV = x, νV I = x(x− 1), (6.60)

à âåêòîð ñïèíà ~S è ãàìèëüòîíîâà ïàðà (p, w) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíè-

åì:

~S = ~M(w)p+
D

2

∂ ~M(w)

∂w
, ~M(w) = (w2 − 1, iw2 + i, 2w). (6.61)

Íåòðóäíî íàéòè è òåíçîð àíèçîòðîïèè ÎJ è ìàãíèòíîå ïîëå ~hJ , âõîäÿùèå â

ãàìèëüòîíèàí HJ â ñêàëÿðíîé ôîðìå

r(w, x) = ( ~M(w)Î(x) ~M(w)) = ν(x)A(w, x), (6.62)

h(w, x) = ( ~M(w)~h(x)) = ν(x)[B(w, x)− D

2
Aw(w, x)].

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí HJ îïèñûâàåò äèíàìèêó ñïèíà äëèíû

D â ïîëå àíèçîòðîïèè I è â ìàãíèòíîì ïîëå ~h, ïðè÷åì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó

âèäà (6.55) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (6.59) â òîì ñëó÷àå, åñëè

Cw =
D

2
[Bww −

D

3
Awww], (6.63)

ò.å. äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè (6.58).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà è ñïèíîâîé äèíàìè-

êè äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé Ïåíëåâå (PII − PV I) îòäåëüíî.

6.3.1 Óðàâíåíèå Ïåíëåâå II

Ëàãðàíæèàí óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå II â ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:

L2 = pwx + p2 + p(w2 +
x

2
)− w

4
(2a+ 1). (6.64)
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå II

ŵ = w+
2a+ 1

4p
, p = −1

2
(wx+w2+

x

2
) = −1

2
(−ŵx+ŵ2+

x

2
), â = a+1. (6.65)

Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå II

Ïîâåäåíèå âáëèçè îñîáåííîñòåé:

w ∼ q

x− x0
− qx0

6
(x− x0), q

2 = 1, x→ x0, w ∼ −a
x
, x→∞. (6.66)

Îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå a ∈ Z è ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ

óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå II :

w =
∑
i

qi
x− xi

, qi = ±1,
∑
j 6=i

qj
xi − xj

= 0, ∀i,
∑
i

qi = −a. (6.67)

Ïðèìåðû ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé (w = w(x, a)) :

w(x, 0) = 0, w(x,±1) = ∓1

x
, w(x,±2) = ∓2

x
· x

3 − 2

x3 + 4
. (6.68)

Íàïðèìåð, ðåøåíèå

w(x, 2) =
1

x
− 1

x− x1
− 1

x− x2
− 1

x− x3
, x3

k = −4, k = 1, 2, 3 (6.69)

ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè çàðÿäîâ, êîãäà îäèí ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä ïîìå-

ùåí â íà÷àëî êîîðäèíàò x = 0, à òðè îòðèöàòåëüíûõ - â âåðøèíû ðàâíîñòîðîí-

íåãî òðåóãîëüíèêà ñ êîîðäèíàòàìè x = xk, ïðè÷åì âíåøíèé ïîòåíöèàë îòñóò-

ñòâóåò.

Ïîëå àíèçîòðîïèè è ìàãíèòíîå ïîëå äëÿ ñïèíîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6.59),

(6.62) óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå II èìåþò âèä:

r = 1, h = w2 +
x

2
, D = −2a+ 1

4
. (6.70)

6.3.2 Óðàâíåíèå Ïåíëåâå III

Ëàãðàíæèàí óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå III â ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:

L3 = pwx +
1

x
p2w2 + p(Aw2 +

B

x
w + C) + ADw, (6.71)

ïðè÷åì

a = A(B − 2D − 1), b = −C(B + 1), c = A2, d = −C2.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå III

ŵ = w +
D

p
, p = − x

2w2
(wx + Aw2 +

B

x
w + C). (6.72)

Ïðåîáðàçîâàíèå êàëèáðîâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ

Â = A, B̂ = −B − 2, Ĉ = −C, D̂ = D +B + 1. (6.73)

Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå III

Ïîâåäåíèå âáëèçè îñîáåííîñòåé:

w ∼ q

x− x0
− q + a/c

2x0
, x→ x0, q

2 =
1

c
, w ∼ β, x→∞, β4 = −d

c
. (6.74)

Îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå è ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ óðàâíåíèÿ

Ïåíëåâå III :

w = β +
∑
i

qi
x− xi

, q2
i =

1

c
,
∑
j 6=i

qj
xi − xj

= −β − qi + a/c

2xi
, ∀i, (6.75)

∑
i

qi = − 1

4c
(a+

b

β2
).

Ïîëå àíèçîòðîïèè è ìàãíèòíîå ïîëå äëÿ ñïèíîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6.59), (6.62)

óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå III èìåþò âèä:

r = w2, h = Axw2 + (B −D)w + Cx. (6.76)

6.3.3 Óðàâíåíèå Ïåíëåâå IV

Ëàãðàíæèàí óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV â ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:

L4 = pwx + p2w+ p(w2 + 2w x+A) +Bw, a = 1 +B− 1

2
A, b = −1

2
A2. (6.77)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV

ŵ = w +
B

p
, p = − 1

2w
(wx + w2 + 2wx+ A), Â = A−B, B̂ = −B. (6.78)

Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ

p̂ = p+
A

w
, Â = −A, B̂ = B − A, (6.79)
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ëèáî

L4 = pwx+p2w−p(w2 +2w x+ Ã)+ B̃w, a = −1+ B̃− 1

2
Ã, b = −1

2
Ã2. (6.80)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV (2)

ŵ = w − B̃

p
, p =

1

2w
(−wx + w2 + 2wx+ Ã), ˆ̃A = Ã− B̃, ˆ̃B = −B̃. (6.81)

Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ

p̂ = p− Ã

w
, ˆ̃A = −Ã, ˆ̃B = B̃ − Ã. (6.82)

Óðàâíåíèå Ïåíëåâå IV èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ñèììåòðèþ òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà [5]. Äåéñòâèòåëüíî, ëàãðàíæèàí L4 (6.53) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â îä-

íîé èç òðåõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðì (u+ v + s = −2x) :

L4 = uv′ − uvs+ c1u+ c2v = su′ − uvs− c2s+ (c1 − c2 − 2)u

= vs′ − uvs+ (c2 − c1 + 2)v − c1s.
(6.83)

Èñêëþ÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíî u, v è s èç (6.83) è îáîçíà÷àÿ ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèå Ïåíëåâå IV êàê w(x; a, b), èìååì

v = w(x; 1 + c2 −
1

2
c1, −

1

2
c2

1), u = w(x; −1 + c1 −
1

2
c2, −

1

2
c2

2) (6.84)

s = w(x; −1

2
(c1 + c2), −

1

2
(2 + c2 − c1)

2).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

• T±1 : v→ u→ s→ v

ŵ = − 1

2w
(w′ + w2 + 2xw ±

√
−2b), (6.85)

(a, b)→ (â, b̂) = (−1

2
(a+ 1)± 3

4

√
−2b, −1

2
(a− 1± 1

2

√
−2b)2)

• T±2 : s→ u→ v→ s

ŵ = − 1

2w
(−w′ + w2 + 2xw ±

√
−2b), (6.86)

(a, b)→ (â, b̂) = (−1

2
(a− 1)± 3

4

√
−2b, −1

2
(a+ 1± 1

2

√
−2b)2).

Êîìáèíèðóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.85),(6.86), ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåòêó äëÿ ðåøå-

íèé PIV.
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6.3.4 Ðåøåòêà äëÿ PIV

Ðåøåòêà äëÿ ðåøåíèé PIV ñîñòîèò èç íàáîðà qijk, ïðè÷åì

(i, j, k) = (i+ 1, j + 1, k + 1), (i, j, k) 6= (2l, 2m, 2n), (6.87)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêîé, èç êîòîðîé èñêëþ÷åíà ïîäðå-

øåòêà ñ óäâîåííîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ.

1. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êîé Âîëüòåððû:

q′n = −qn(qn+1 − qn−1), (6.88)

ãäå qn = qnjk èëè qn = qink èëè qn = qijn.

2. Íà ëþáîì ìàëåíüêîì òðåóãîëüíèêå∑
qtr = −2x. (6.89)

Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV

Ïîâåäåíèå âáëèçè îñîáåííîñòåé:

w ∼ q

x− x0
− x0, q

2 = 1, x→ x0,

w ∼ αx, x→∞, α(α + 2)(α +
2

3
) = 0.

w ∼ q

x
− 2

3
(2− aq)x, x→ 0, q3 = q.

(6.90)

Îáùåå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå è ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ïåíëåâå IV :

w = αx+
∑
i

qi
x− xi

, qi = ±1,
∑
j 6=i

qj
xi − xj

= −(1 + α)xi, ∀i. (6.91)

∑
i

qi = −a, α = −2,
∑
i

qi = 0, α = 0,
∑
i

qi = a, α = −2

3
.

Ïîëå àíèçîòðîïèè è ìàãíèòíîå ïîëå äëÿ ñïèíîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6.59), (6.62)

óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV èìåþò âèä

r = w, h = w2 + 2wx+ A− D

2
. (6.92)
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6.3.5 Óðàâíåíèå Ïåíëåâå V

Ëàãðàíæèàí óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V â ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä:

L5 = pwx+
1

x
p2w(w−1)2+p(

1

x
((A+2D)w+B)(w−1)+Cw)+

1

x
wD(A+D), (6.93)

ïðè÷åì

A2 = 4a, B2 = −4b, C2 = −2d, −2c = 2C(A+B + 2D + 1). (6.94)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V

p =
D

ŵ − w
, Â = A+D, B̂ = B +D, Ĉ = C, D̂ = −D. (6.95)

Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ

1. Â = −A, D̂ = A+D;

2. B̂ = −B, D̂ = B +D;

3. Ĉ = −C, D̂ = −(A+B +D + 1).

(6.96)

Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V

Ïîâåäåíèå âáëèçè ïîëþñà x→ z :

w ∼ qz

x− z
+ g + h(x− z), q2 =

1

4a
, (6.97)

1 + 4b+ 2zc+ 8q + 12a+ 2z2d+ 24g2a− 12zhq − 12gq − 32ga = 0.

Àñèìïòîòèêà x→∞ :

w ∼ αx, α(d+ 2aα2) = 0, èëè w ∼ D

x
, D2 = 2

b

d
èëè w ∼ −1. (6.98)

Ïîâåäåíèå ïðè x→ 0 :

w ∼ β+ γx, β2 +
b

a
= 0, γ =

βc

1 + 2b+ 8aβ − 4a
, èëèw ∼ 1 + c x, β = 1. (6.99)

Äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà

(6.51), ò.ê. ôóíêöèÿ g çàâèñèò îò çàðÿäà q.

Îäíàêî ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:∏
j

(xi − yj) = qixi
∏
j 6=i

(xi − xj), q2
i =

1

2a
, (6.100)
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∏
j

(yi − xj) = Qiyi
∏
j 6=i

(yi − yj), Q2
i = − 1

2b
, ∀i,

ãäå xi è yi ñîîòâåòñòâåííî ïîëþñà è íóëè ôóíêöèè w.

Ïîëå àíèçîòðîïèè è ìàãíèòíîå ïîëå äëÿ ñïèíîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6.59),

(6.62) óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V èìåþò âèä

r = w(w − 1)2, h = (w − 1)((A+
D

2
)w +B +

D

2
) + Cwx. (6.101)

6.3.6 Óðàâíåíèå Ïåíëåâå V I

Òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëàãðàíæèàíà (6.53):

L( 1
w ,

1
x ; a, b, c, d) = L(w, x; −b,−a, c, d, )

L(1− w, 1− x; a, b, c, d) = L(w, x; a,−c,−b, d, ),
(6.102)

à òàêæå

L(
w

x
,

1

x
; a, b, c, d) = L(w, x; a, b,

1

2
− d, 1

2
− c). (6.103)

Ëàãðàíæèàí óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V I â ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò

âèä:

L6 = wxp−
1

x(x− 1)
[p2w(w−1)(w−x)+p(A(w−1)(w−x)+B w(w−x) (6.104)

+(C + 1)w(w − 1)) +D(A+B + C + 1−D)w],

ïðè÷åì

a =
1

2
(A+B +C + 1− 2D)2, b = −1

2
A2, c =

1

2
B2, d =

1

2
(1−C2). (6.105)

Êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ga : L(w, p; A,B,C,D) = L(w, p̂; −A,B,C,D − A), p̂ = p+
A

w
, (6.106)

Gb : L(w, p; A,B,C,D) = L(w, p̂; A,−B,C,D−B), p̂ = p+
B

w − 1
, (6.107)

Gc : L(w, p; A,B,C,D) = L(w, p̂; A,B,−C,D−C)), p̂ = p+
C + 1

w − x
. (6.108)

×èñòàÿ êàëèáðîâêà

G : L(w, p; A,B,C,D) = L(w, p; A,B,C,A+B + C + 1−D). (6.109)
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Ïðåîáðàçîâàíèå Áåêëóíäà

ŵ−w =
D

p
, S : L(w, p;A,B,C,D) = L(ŵ, p;A−D,B−D,C−D,−D). (6.110)

Ïðè ýòîì

p =
x(x− 1)wx

2w(w − 1)(w − x)
− 1

2
(
A

w
+

B

w − 1
+
C + 1

w − x
). (6.111)

Ãåíåðàòîðû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (6.104) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

G2
i = G2 = S2 = 1, GiGj = GjGi, GiG = GGi,

(SGi)
3 = (SG)3 = 1, (SGGi)

4 = 1.
(6.112)

(SGGaGbGc)
2[A,B,C,D] = [A+ 1, B + 1, C + 1, D + 2], (6.113)

(GcSGGaGbSGGaGbS)[A,B,C,D] = [A, B, C + 2, D + 1]. (6.114)

Ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V I

Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè ïîëþñà x→ z :

w ∼ z(z − 1)
q

x− z
+ g + h(x− z), x→ z, q2 =

1

2a
, (6.115)

12g2a− 8gaz + 12gaq − 24gaqz − 8ga+ 2dz2 − 12qhz2a+ 2az2+

6z2 + 12qz2a− 6z + 2bz + 2cz − 2dz + 1 + 12qhza+ 2az + 2a− 4qa− 2 = 0.

Ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè x→∞ :

w ∼ αx, α2((α− 1)2 +
2d− 1

2a
) = 0

èëè w ∼ β, (β − b

b+ c
)2 +

bc

(b+ c)2
= 0.

(6.116)

Äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V I òàêæå, êàê è äëÿ óðàâíåíèå PV, íåëüçÿ ïîëó÷èòü

ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà (6.51), ò.ê. ôóíêöèÿ g çàâèñèò îò çàðÿäà q.

Âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:∏
j

(xi − yj) = qixi(xi − 1)
∏
j 6=i

(xi − xj), q2
i =

1

2a
, (6.117)

∏
j

(yi − xj) = Qiyi(yi − 1)
∏
j 6=i

(yi − yj), Q2
i =
−1

2b
, ∀i,

ãäå xi è yi ñîîòâåòñòâåííî ïîëþñà è íóëè w.
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Ïðåîáðàçîâàíèå (6.110) äåéñòâóþò íà îñîáåííîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q̂+ =
1

Â+ B̂ + Ĉ + 1− 2D̂
, q̂− = 0, q± = ± 1

A+B + C + 1− 2D
. (6.118)

Ïðèìåðû Ïóñòü w = w(a, b, c, d;x). Âîò ïðèìåðû ÷àñòíûõ (ðàöèîíàëü-

íûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ PV I :

w(a, b, c,
1

2
;x) = x, w(a, b, 0, d) = 1, (6.119)

w(
1

2
,−1

2
q2,

1

2
q2,

1

2
− 2q2;x) =

x

2x− 1
, (6.120)

w(2q2,−1

2
(1 + q)2,

1

2
(1 + q)2, 0, x) =

x

q
· x(1 + 2q)− (1 + q)

2x− 1
.

Ïîëå àíèçîòðîïèè è ìàãíèòíîå ïîëå äëÿ ñïèíîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (6.59),

(6.62) óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå V I èìåþò âèä:

r = w(w − 1)(w − x),

h = (A− D

2
)(w − 1)(w − x) + (B − D

2
)w(w − x)+

(C + 1− D

2
)w(w − 1).

(6.121)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óðàâíåíèÿ ñïèíîâîé äèíàìèêè íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

PV I. Ëàãðàíæèàí (6.104) îïèñûâàåò äèíàìèêó ñïèíà, äëèíà êîòîðîãî (~S, ~S) =

µ2 â êðèñòàëëè÷åñêîì ïîëå Ĵ è ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå ~h :

i

2
x(x− 1)~Sx = [~S × δH

δ~S
], H =

1

4
(~SĴ ~S) + (~h~S), (6.122)

ïðè÷åì cèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà Ĵ èìååò âèä:

− J33 = 1 + x, J23 = J32 =
1

2i
(1 + x),

J13 = J31 =
1

2
(1− x), J11 = J22 = J12 = J21 = 0,

(6.123)

ìàãíèòíîå ïîëå H :

h1 + i h2 = (A+B + C + 1− 3

2
µ), −h1 + i h2 = x(A− 1

2
µ), (6.124)

h3 =
1

2
[(x+ 1)(

µ

2
− A) + x(

µ

2
−B) + (

µ

2
− C − 1)]. (6.125)
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Ëàãðàíæèàí (6.104) â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä (µ = D èëè µ = A + B +

C + 1−D)

L6 = wxp−
1

x(x− 1)
[
1

4
(~SĴ ~S) + (~h~S)], ~S = ~Mp+

µ

2
~Mw,

~M = (w2 − 1, i(w2 + 1), 2w).

(6.126)

Îïðåäåëèì íîâóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âåêòîðà

~M = (
w2 − x√

x
,
w2 − 2w + x√

1− x
,
w2 − 2w x+ x√

x(x− 1)
)

- ïîâîðîò â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå (çàâèñèò îò x, íî íå îò w).

Ïðè ýòîì âèä ëàãðàíæèàíà (6.126) íå ìåíÿåòñÿ, à àíèçîòðîïèÿ è ìàãíèò-

íîå ïîëå èìåþò âèä:

Ĵ = diag(0,−1,−x),

~h =
1

2
((B + C + 1− µ)

√
x, (A+ C + 1− µ)

√
1− x, (A+B − µ)

√
x(x− 1)).

(6.127)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òèïà (6.122) îòìåòèì, ÷òî íàäî ó÷åñòü

ÿâíóþ çàâèñèìîñòü ~S îò x.

i

2
x(x− 1)

∂~S(pwx)

∂x
= [~S × ~hx], ~hx = ±1

4
(
√
x,
√

1− x,
√
x(x− 1)). (6.128)

Òîãäà óðàâíåíèå ñïèíîâîé äèíàìèêè áóäåò èìåòü âèä (6.122), ïðè÷åì àíèçîòðî-

ïèÿ áåðåòñÿ èç ôîðìóëû (6.127), à ìàãíèòíîå ïîëå ñäâèãàåòñÿ:

~h→ ~h+ ~hx.

Â äàííîì Ðàçäåëå áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïåíëåâå. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV ìîæíî

èñïîëüçîâàòü àâòîìîäåëüíóþ ðåäóêöèþ ìíîãî÷àñòè÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-

ìû (òèïà Êàëîäæåðî-Ìîçåðà), îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ

ðåøåíèé ñèñòåìû Ëåâè. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä íå âñåãäà óäîáåí, ïîñêîëüêó äè-

íàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå ðåäóöèðóþòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ïåíëåâå ëèáî î÷åíü

ñëîæíû, ëèáî ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ñ íåïîëíûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ.

Îäíîé èç àëüòåðíàòèâ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ çàìûêàíèé äèñêðåò-

íîé ðåøåòêè ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà ñèñòåìû Ëåâè [5], èç êîòîðûõ ïîëó÷à-

þòñÿ âñå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå. Îäíàêî íàèáîëåå óäîáíûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ
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óðàâíåíèé íà ïîëþñà ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè îñîáûõ òî-

÷åê.

Â äàííîì Ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ Ïåíëåâå îïðåäåëÿåò êàêóþ-ëèáî ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ ýëåêòðè-

÷åñêèõ çàðÿäîâ. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Àâòîð áëàãîäàðåí À.Ï.

Âåñåëîâó, óêàçàâøåìó íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî.

Îäíîé èç íåðåøåííûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ - ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé êóëîíîâñêîãî ãàçà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ôèçè÷åñêàÿ êîíôèãó-

ðàöèÿ äîëæíà äîïóñêàòü ïîâîðîò â ïëîñêîñòè. Ñ ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ

ïðîáëåì íåò, îäíàêî, íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV, ïîòåíöèàë èìååò âèä

V = V0z
2, à íå V = V0z̄z, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå ïîëþñà ðàöèîíàëüíûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ PIV ëåæàò ëèáî íà âåùåñòâåííîé, ëèáî íà ìíèìîé îñè.

Áûëî áû èíòåðåñíî íàéòè êîìïëåêñíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ PIV ñ ñèììåò-

ðè÷íûì ïàðàáîëè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì (çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ PII

ïðîáëåì íåò, òàê êàê âíåøíèé ïîòåíöèàë âîîáùå îòñóòñòâóåò).

Ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé Ïåíëåâå â ãàìèëüòîíîâîì âèäå óäîáíî äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ ñïèíîâûõ ìîäåëåé è äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà,

îäíàêî âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ïîëíîé ðåøåòêè ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà äî ñèõ

ïîð îòêðûò. Òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ òî-

÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èíâàðèàíòíî ñîîòâåòñòâóþùåå

óðàâíåíèå Ïåíëåâå, çàòðóäíÿåò âîïðîñ î áëèæàéøèõ ñîñåäÿõ â ðåøåòêå. Â äàí-

íîì Ðàçäåëå îòâåò áûë äàí äëÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå IV.

Â ýòîé Ãëàâå èçó÷àëàñü äèíàìèêà ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñè-

ñòåìû Ëåâè. Ïîêàçàíî, ÷òî àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå PIV. Ðàññìîòðåíî ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî

ãàçà äëÿ ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ðÿäà òðàíñöåíäåíò Ïåíëåâå, à èìåí-

íî - PII−PIV. Ââåäåíî îïèñàíèå óðàâíåíèé Ïåíëåâå êàê óðàâíåíèå ïðåöåññèè
íåêîòîðîãî ñïèíà â ïîëå àíèçîòðîïèè è â ìàãíèòíîì ïîëå, ïðè÷åì ïîïûòêà

ïîëó÷èòü äàííîå ïðåäñòàâëåíèå, îáîáùàÿ ëàãðàíæèàíû òðàíñöåíäåíò Ïåíëåâå,

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëàãðàíæèàíà, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ

òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå.
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Ãëàâà 7

Ïðèìåðû äðóãèõ ïîäõîäîâ â òåîðèè

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

7.1 Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ñ êâàäðàòè÷íîé

íåëèíåéíîñòè â Ôóðüå ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì Ðàçäåëå áóäåò ïîëó÷åí ñïèñîê èíòåãðèðóåìûõ ñêàëÿðíûõ ýâîëþöèîííûõ

ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ

Ëàêñà â Ôóðüå - ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå õîðîøî èçâåñòíûå ñèñòåìû, êàê ÊäÔ,

óðàâíåíèå ïðîìåæóòî÷íîé âîäû (ILW), ñèñòåìû Êàìàññà-Õîëìà è ñèñòåìà Äå-

ãàñïåðèñà, ïðåäñòàâëåíû â ýòîì ñïèñêå. Áóäóò ïîëó÷åíû òàêæå íîâûå ñèñòåìû.

Îáñóæäàåòñÿ îáîáùåíèå íà äâóìåðíûé ñëó÷àé, à òàêæå íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé.

Âàæíûì êëàññîì èíòåãðèðóåìûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ñè-

ñòåìû ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Îáû÷íî ýâîëþöèîííûå èíòåãðèðóåìûå

ñèñòåìû êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî çàêîíó äèñïåðñèè. Â ýòîì Ðàçäåëå íå ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå èìååò êàêîé-òî îïðåäåëåííûé çàêîí äèñïåðñèè, áîëåå

òîãî, òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ è áåçäèñïåðñèîííûå ñèñòåìû.

Áóäóò èññëåäîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ñèñòåìû:

d

dt
uq(t) = ω(q)uq(t) +

∑
p1+p2=q

w(p1, p2)up1(t)up2(t). (7.1)

Ñóììèðîâàíèå â (7.1) èìååò ñèìâîëè÷åñêèé ñìûñë. Ìîæíî ðàññìîòðåòü êîíå÷-

íûé íàáîð çíà÷åíèé �èìïóëüñîâ� - ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìåðíûì

ñèñòåìàì, à ñëó÷àé p ∈ < - îäíîìåðíûì ýâîëþöèîííûì ñèñòåìàì.

Ìîæíî ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (7.1) è ïîëó÷èòü ñè-

ñòåìó â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì îïóñêàòü ìíèìóþ
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åäèíèöó âî âñåõ ôîðìóëàõ, ÷òî íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû. Êîíå÷íî, çàâèñèìîñòü

îò ìíèìîé åäèíèöû ìîæåò áûòü â êîíöå âîññòàíîâëåíà.

Íàïðèìåð, ìîæíî ïîäñòàâèòü ω(k) = k3, w(p, q) = p + q â óðàâíåíèå

(7.1), ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ÊäÂ.

Äðóãîé ïðèìåð - óðàâíåíèå �ïðîìåæóòî÷íîé âîäû� (ILW) ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó

ω(k) = k2 1+ehk

1−ehk , w(p, q) = p+ q â óðàâíåíèè (7.1).

Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñè-

ñòåì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (7.1)

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lt = [A,L], L = α +
∑
p

Upup, A = β +
∑
p

V pup, [α, β] = 0, (7.2)

ãäå α, β, U p, V p - íåêîòîðûå íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè îïåðàòîðû. Ïðÿìûå âû-

÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûðàæåíèÿ (7.2) ÿâëÿþòñÿ ïàðîé Ëàêñà äëÿ óðàâíå-

íèÿ (7.1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

[V p, U q] + [V q, Up] = 2w(p, q)Up+q, [β, Up] + [V p, α] = ω(p)Up. (7.3)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòî-

ðîâ â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå

αkk′ = α(k)δk,k′, βkk′ = β(k)δk,k′, U
p
kk′ = l(k, p)δk,k′+p, V

p
kk′ = a(k, p)δk,k′+p. (7.4)

Ïîäñòàâèì îïðåäåëåíèÿ (7.4) â ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà (7.3) è ïîëó÷èì:

a(k, q)l(k − q, p) + a(k, p)l(k − p, q)− a(k − q, p)l(k, q)−
− a(k − p, q)l(k, p) = 2w(p, q)l(k, p+ q),

(7.5)

à òàêæå

[α(k)− α(k − p)]a(k, p) = [β(k)− β(k − p)− ω(p)]l(k, p). (7.6)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (7.6):

α(k) = l(k, 0), β(k) = a(k, 0), ω(k) = 2w(k, 0). (7.7)

Ýòî ðåøåíèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè (7.5), íî ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, ïîñêîëü-

êó îíî ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó up(t)→ up(t) + δp,0 â óðàâíåíèè (7.1).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé l(k, p) = 1
ρ(k) , òîãäà óðàâíåíèå (7.5) ïðåîáðà-

çóåòñÿ â

a(k, q)
ρ(k)

ρ(k − q)
+ a(k, p)

ρ(k)

ρ(k − p)
− a(k − q, p)− a(k − p, q) = 2w(p, q). (7.8)

Íåîáõîäèìî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèå (7.8) ïî p è q è ïîëó÷èòü ñèñòåìó

a(k, p) = kA(p) + b(p) + c(k), 2w(p, q) = pA(q) + qA(p) +B(p) +B(q),

b(−p) = b(p) + pA(p) +B(p),
(7.9)

ãäå A(p) = A(−p), B(p) = −B(−p), ω(p) = −ω(−p).
Ïîäñòàâèâ ñèñòåìó (7.9) â (7.8), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå

óðàâíåíèå:

U(x, y) = U(y, x), U(x, y) = ρ(x)[xA(x− y) + b(x− y) + c(x)], (7.10)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò øèðîêèé êëàññ áåçäèñïåðñèîííûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå-

íèé (ωp = 0) ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, ïîñêîëüêó ìîæíî âûáðàòü

óñëîâèÿ α = 0, β = 0 â ýòîì ñëó÷àå.

Ìîæíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (7.6) è ïîëó÷èòü âòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå

óðàâíåíèå:

β(x)− β(y)− ω(x− y) = (α(x)− α(y))U(x, y), (7.11)

ãäå U(x, y) - íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.10).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.11) îïðåäåëÿåò êëàññ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå-

íèé (7.1) ñ íåíóëåâîé äèñïåðñèåé (ωp 6= 0). Î÷åâèäíî, ÷òî íå âñå òàêèå ðåøåíèÿ

ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ ðåøåíèé äëÿ ôóíêöèé U(x, y) óðàâíåíèÿ (7.10). Îäíà-

êî ëþáîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (7.11) îáÿçàòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò êàêîå-íèáóäü

ðåøåíèå U(x, y) �áåçäèñïåðñèîííîãî� óðàâíåíèÿ (7.10).

7.1.1 Êëàññèôèêàöèÿ áåçäèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.10), ò.å. îïðåäåëèòü

âûøåóïîìÿíóòûé êëàññ áåçäèñïåðñèîííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðà-

òè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîäåëàòü ðÿä øàãîâ:

Øàã 1 Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðàìè D = ∂x+∂y, D
2 D3 íà óðàâíåíèå (7.10)

è ïîëó÷èì åùå òðè óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì âàæíî òî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
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Df(x− y) ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (7.10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñèñòåìå óðàâ-

íåíèé

WD(xρ(x)− yρ(y), ρ(x), ρ(y), ρ(x)c(x)− ρ(y)c(y)) = 0, (7.12)

ãäå D− âðîíñêèàí îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

WD(f1(x, y), f2(x, y), .., fN(x, y)) = det(W j
i ),

W j
i = Dj−1fi(x, y), i, j = 1, 2, .., N.

(7.13)

Øàã 2 Âîçüìåì ïðåäåë y → x â óðàâíåíèè (7.12) è ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.10):

c(x) = µ1
R(x)

ρ(x)
+ µ2x+ µ3,

λ1ρ
′′(x) + λ2xρ

′(x) + λ3ρ
′(x) + λ4ρ(x) = 0, R′(x) = ρ(x).

(7.14)

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ - ñëó÷àé λ2 = 0, - �òðèâèàëü-

íûé� ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.14) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ(7.12), à

èìåííî:

ρ(x) = c1 e
h1x + c2 e

h2x èëè ρ(x) = (x− a)ehx èëè ρ(x) = ehx èëè ρ(x) = x

èëè ρ(x) = 1.

Â ñëó÷àå λ2 6= 0 ïîäñòàâëÿåì xρ(x) = − 1
λ2

(λ1ρ
′(x)+(λ3−λ2)ρ(x)+λ4R(x))

â óðàâíåíèå (7.12), òàêæå áåðåì ïðåäåë y → x è ïîëó÷àåì âòîðîå íåîáõîäèìîå

óñëîâèå:

ν4ρ
IV (x) + ν2ρ

′′(x) + ν1ρ
′(x) + ν0 = 0. (7.15)

Â ýòîì ñëó÷àå åñòü òîëüêî òðè ðåøåíèÿ, îòëè÷íûõ îò ðåøåíèé ñëó÷àÿ λ2 =

0, à èìåííî: ρ(x) = (x−a)(x−a−b)(x−a+b) or ρ(x) = (x−a)(x−b) - óðàâíåíèå
Äåãàñïåðèñà [36],[35] è óðàâíåíèå Êàìàññà - Õîëìà [29] ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå

ñëó÷àé ρ(x) = 1/x.

Èòàê, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ áåçäèñïåðñèîííûõ ýâîëþöè-

îííûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ:

1. ρ(k) = 1

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà

ut = mux, mp = A(p)up,

Lkk′ = uk−k′, Akk′ =
1

2
(k + k′)A(k − k′)uk−k′.

(7.16)
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2. ρ(k) 6= 1, A(k) = 0

• Ñèñòåìà èç ýòîãî êëàññà â ñëó÷àå ρ(x) = ehx èìååò îáùèé âèä

ut = mu, mp = B(p)up, Lkk′ = e−hkuk−k′, Akk′ = b(k − k′)uk−k′,
B(p) = b(p)(ehp − 1).

(7.17)

Èíòåðåñíî, ÷òî, âûáèðàÿ b(x) = 1
1+ehx , ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ãèëüáåðòà -

Õîïôà mt = L(∂x)m
2, L(k) = thkh2 , ãäå (uk = mk(e

hk + 1)).

• Ñëó÷àé ρ(x) = (x− a) ehx ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ

ut = mu, mp = B(p)up,

Lkk′ = (k − a)−1e−hxuk−k′, Akk′ = (
1

k − a
+
eh(k′−k) − 1

k − k′
)uk−k′,

(7.18)

ãäå B(p) = 1
2p(2− e

hp − e−hp).

• Ñëó÷àé ñ äâóìÿ ýêñïîíåíòàìè ρ(x) = eh1x+eh2x ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ

ut = mu, mp = B(p)up, B(p) = b(−p)− b(p),

b(x) =
b1(1− eh1x)− b2(1− eh2x)

eh1x − eh2x
,

(7.19)

ãäå

Lkk′ = (a1e
h1k + a2e

h2k)−1uk−k′, Akk′ = (b(k − k′) + c(k))uk−k′,

c(k) =
b1a1e

h1k + b2a2e
h2k

a1eh1k + a2eh2k
.

Óðàâíåíèå (7.19) ÿâëÿåòñÿ íîâûì.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (7.18) è (7.19) èìåþò âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà

(7.17).

3. ρ(k) 6= 1, A(k) 6= 0

• Ïåðâûé ïðèìåð ýòîãî êëàññà ρ(x) = x2 − 1/4 Ïàðà Ëàêñà èìååò âèä

Lkk′ =
1

k2 − 1/4
uk−k′, Akk′ =

1

2
(

k − 3k′

1− (k − k′)2
+

k

k2 − 1/4
)uk−k′

è ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Êàìàññà-Õîëìà [29]

ut = 2fxu+ fux, u =
1

2
(fxx − f). (7.20)
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• Âòîðîé ïðèìåð - ýòî óðàâíåíèå ñ ρ(x) = x(x2 − 1) Ïàðà Ëàêñà â ýòîì

ñëó÷àå èìååò âèä

Lkk′ =
1

k(k2 − 1)
uk−k′, Akk′ = (

k − 2k′

1− (k − k′)2
+

k

k2 − 1
)uk−k′

è ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Äåãàñïåðèñà [36],[35]

ut = 3fxu+ fux, u =
1

2
(fxx − f). (7.21)

Ïåðå÷èñëèì äðóãèå âîçìîæíûå ñëó÷àè:

• Óðàâíåíèå ñ ρ(x) = x è Akk′ = k′A(k − k′) èìååò âèä

ut = ∂x(mu), mp = A(p)up; (7.22)

• Óðàâíåíèå ñ ρ(x) = 1
x è Akk′ = kA(k − k′) èìååò âèä

ut = mux −mxu, mp = A(p)up. (7.23)

7.1.2 Ñèñòåìû ñ äèñïåðñèåé

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ñ äèñïåðñèåé (7.11), íåîáõîäèìî îòòàëêè-

âàòüñÿ îò îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.10), ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèñòåìàì áåç

äèñïåðñèè. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7.11) äëÿ

óðàâíåíèé (7.20) è (7.21). Ýòî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü îáîáùèòü óðàâíåíèÿ

Êàìàññà-Õîëìà (7.20) è óðàâíåíèÿ Äåãàñïåðèñà (7.21) íà ñëó÷àé óðàâíåíèé ñ

äèñïåðñèåé. Äàííîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ ñèñòåì (7.18) è (7.19).

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñèñòåìû ñ ôóíêöèÿìè ρ(x) = 1, ρ(x) = ehx èëè

ρ(x) = x.

1. Â ñëó÷àå ρ(x) = 1 ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ U(x, y) =
1
2(x+y)A(x−y)+d(x−y), ãäå A(x), d(x) - ÷åòíûå ôóíêöèè. Íåîáõîäèìî ïîä-

ñòàâèòü äàííóþ ôóíêöèþ U(x, y) â óðàâíåíèå (7.11), ïðèìåíèòü îïåðàòîðD

ê ïîëó÷èâøåìóñÿ óðàâíåíèþ è ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå âîçìîæíîñòè

óðàâíåíèÿ ñ äèñïåðñèåé:

WD(α(x)− α(y), (x+ y)(α(x)− α(y)), β(x)− β(y), 1) = 0. (7.24)
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Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.24) àíàëîãè÷åí ìåòîäó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(7.12): ïðåäåë x → y âûäàåò óñëîâèå β′(x) = c xα′(x). Ïîäñòàíîâêà ïîëó-

÷åííîãî β(x) â óðàâíåíèå (7.24) è âçÿòèå ïðåäåëà x→ y îïðåäåëÿåò íåîáõî-

äèìîå óñëîâèå: α′′(x)+c1xα
′(x)+c2α

′(x)+c3 = 0. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèþ (7.24) - âûáðàòü α(x) = x2, β(x) = 4x3 (ìîæíî

ïîëîæèòü c = 6).

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü â ýòîì ñëó÷àå ω(x) = x3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ

ÊäÂ ut = uxxx + 6uux ñî ñòàíäàðòíûì ïðåäñòàâëåíèåì Ëàêñà (ïðèìåíÿÿ

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå)

Lkk′ = k2δkk′ + uk−k′, Akk′ = 4k3δkk′ + 3(k + k′)uk−k′. (7.25)

2. Â ñëó÷àå ρ(x) = ehx èìååì U(x, y) = e
1
2 (x+y)d(x − y), ãäå d(x) - ÷åòíàÿ

ôóíêöèÿ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå â ýòîì ñëó÷àå:

WD((α(x)− α(y))e
1
2 (x+y), β(x)− β(y), 1) = 0. (7.26)

Ïîëó÷àåì, ÷òî β′(x) = c1α
′(x)ehx + c2. Åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì ðå-

øåíèåì óðàâíåíèÿ (7.26) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ α(x) = x e−hx, β(x) = x2,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ �ïðîìåæóòî÷íîé� âîäû (ILW)

ut = Γ(uxx)− 2uux, Γ(p) = coth(
ph

2
) (7.27)

ñ ïàðîé Ëàêñà

Lkk′ = k e−hkδkk′ + e−hkuk−k′, Akk′ = k2δkk′ + 2
k − k′

1− eh(k−k′)uk−k′. (7.28)

3. Â ñëó÷àå ρ(x) = x ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî àëüòåðíàòèâíàÿ ïàðà Ëàêñà äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ÊäÂ:

L = δkk′(
k

2
+
µ

k
) +

1

k
uk−k′, A = δkk′(

k3

6
− µk) + k′uk−k′,

⇐⇒ up,t =
p3

6
up + p

∑
q

uqup−q.
(7.29)
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7.1.3 Îáîáùåíèÿ

Âîçìîæíî îáîáùèòü ïðåäëîæåííûé ìåòîä íà ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñè-

ñòåì è íåîäíîìåðíûõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ñêàëÿðíóþ ñèñòåìó ñ

êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, �âîëíîâûå�

ïàðàìåòðû k, p è q â ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèÿõ (7.5) ÿ (7.6) ÿâëÿþòñÿ äâó-

ìåðíûìè âåêòîðàìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ â

ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé òðþê. Ìîæíî îïðåäåëèòü âåê-

òîð ~k = (kx, ky) = (k, λ), ãäå k - àðãóìåíò ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à λ -

ïàðàìåòð. Íàïðèìåð, ìîæíî ïåðåïèñàòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (7.10) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

ρ(x, λ)[xA(x− y, λ− µ) + λA2(x− y, λ− µ) + b(x− y, λ− µ) + c(x, λ)] =

ρ(y, µ)[yA(y − x, µ− λ) + µA2(y − x, µ− λ) + b(y − x, µ− λ) + c(y, µ)].

(7.30)

Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.30) àíàëîãè÷åí îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ (óðàâíåíèþ

(7.30)). Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

ρ(x) = ρ(x, λ), c(x) = c(x, λ), ρ̃(y) = ρ(y, µ), c̃(y) = c(y, µ)

è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

WD(xρ(x)− yρ̃(y), ρ(x), ρ̃(y), ρ(x)c(x)− ρ̃(y)c̃(y)) = 0 (7.31)

â ýòîì ñëó÷àå (ñð. ñ óðàâíåíèåì (7.12)).

Íà ñëåäóþùåì øàãå áåðåì ïðåäåë µ→ λ â óðàâíåíèè (7.31), ïîëó÷àÿ ïðè

ýòîì â òî÷íîñòè óðàâíåíèå (7.12)! Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ áðàòü

ýòîò ïðåäåë íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèè (7.30) èç-çà âîçìîæíûõ ðàñõîäèìî-

ñòåé â ôóíêöèÿõ A,A2, b.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì (â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà) ïîëó-

÷èòü äâóìåðíûå ñèñòåìû ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå

íåêîòîðûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7.10) íà (7.30).

Íà äàííûé ìîìåíò íåò êëàññèôèêàöèè äâóìåðíûõ ñèñòåì â ðàìêàõ ýòîãî

ìåòîäà, è ìû ïðèâåäåì òîëüêî ïàðó ïðèìåðîâ:

Ïåðâûé ïðèìåð - ýòî çíàìåíèòîå óðàâíåíèå Êàäîìöåâà - Ïåòâèàøâèëè

(KP)

ut = uxxx + 3θ−1(uy) + 6uux, θ
−1 = ∂y∂

−1
x ,
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êîòîðîå èìååò ñëåäóþùóþ ïàðó Ëàêñà â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå

lkk′ = (ky + k2
x)δkk′ + uk−k′, akk′ = 4k3

xδkk′ + 3(kx + k′x −
ky − k′y
kx − k′x

)uk−k′, (7.32)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáùåé ôîðìîé ïàð Ëàêñà (7.9) â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ìå-

òîäà.

Âòîðîé ïðèìåð - õîðîøî èçâåñòíîå óðàâíåíèå Âåñåëîâà - Íîâèêîâà (VN):

ut = uxxx + uyyy + uθ(ux) + uxθ(u) + uθ−1(uy) + uyθ
−1(u), θ = ∂x∂

−1
y . (7.33)

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ýòî óðàâíåíèå (7.33) êàê ñóììó äâóõ ñèììåòðèé ut = ut+ +

ut−, ãäå ut+ = uxxx + uθ(ux) + uxθ(u) è ut− = uyyy + uθ−1(uy) + uyθ
−1(u).

Ïàðà Ëàêñà äëÿ �+� ñèììåòðèè èìååò âèä:

Lkk′ = 3kyδkk′ +
1

kx
uk−k′, Akk′ = k3

xδkk′ + k′x
kx − k′x
ky − k′y

uk−k′. (7.34)

Ââåäåì íîâûå îïåðàòîðû:

L1 = L, L2 = L[x↔ y], A1 = A, A2 = A[x↔ y], Li,ti = [Li, Ai],

L = L1 + L2, A = A1 + A2,
(7.35)

íåòðóäíî ïîëó÷èòü çíàìåíèòóþ òðèàäó Ìàíàêîâà äëÿ óðàâíåíèÿ Âåñåëîâà -

Íîâèêîâà (7.33)

Lt = [A,L] +BL, B = A
(1)
1 + A

(2)
2 − A1 − A2, (7.36)

ãäå

A
(1)
1,kk′ = kxA1,kk′

1

k′x
, A

(2)
2,kk′ = kyA2,kk′

1

k′y
⇒ Bkk′ =

(kx − k′x)2

ky − k′y
+

(ky − k′y)2

kx − k′x
.

Ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó k → (k, n) ãäå

k ∈ < and n = 1, 2, .., N. Êëàññèôèêàöèè ýòèõ ñèñòåì íà äàííûé ìîìåíò íåò, è

ìû ïðèâåäåì äâà èíòåðåñíûõ ïðèìåðà.

Ïåðâûé ïðèìåð - ýòî òàê íàçûâàåìûå ñèñòåìû òèïà Òîäû

zq,t = −ω(q)zq+γ(q)pq+
∑
s

Γ(1)(s, q−s)zszq−s, pq,t = ω(q)pq+
∑
s

Γ(2)(s, q−s)zspq−s

ñ ïàðîé Ëàêñà

L = α +
∑
q

U qzq +
∑
q

W qpq A = β +
∑
q

V qzq, [α, β] = 0. (7.37)
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Â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìà Òîäû èìååò ñëåäóþùóþ ïàðó Ëàêñà

Lt = [A,L], L = ∂ + z − λ+ p∂−1, A = ∂2 + 2∂ z

⇐⇒ zt = ∂[−z′ + z2 + 2p], pt = ∂[p′ + 2pz].
(7.38)

Ýòà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ñ ïîìîùüþ òî÷å÷íîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà: (p = ψ∗ψ, z = −∂x log(ψ)),

à öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà äëÿ ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä öåïî÷êè Òîäû.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñèñòåìû (7.38) ñîîòâåòñòâóåò âèäó

(7.37).

Äðóãîé ïðèìåð - ýòî ñèñòåìà òðåõ âîëí

i ap,t = ω(p)ap +
∑
q
W (1)(p, q)ap+qa

∗
q +

∑
q
W (2)(p, q)aqap−q

−i a∗p,t = ω(p)a∗p +
∑
q
W̄ (1)(p, q)a∗p+qaq +

∑
q
W̄ (2)(p, q)a∗qa

∗
p−q.

(7.39)

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âñå âîçìîæíûå ôóíêöèèW (1),W (2)

è âåëè÷èíó ω â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà (7.39) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Ýòîò âî-

ïðîñ îáñóæäàëñÿ â [165] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðòóðáàòèâíîãî ïîäõîäà.

Ïàðà Ëàêñà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

L = α +
∑
p>0

Upap +
∑
p>0

(Up)+a∗p, A = β +
∑
p>0

V pap +
∑
p>0

(V p)+a∗p, [α, β] = 0.

(7.40)

Ìîæíî âûâåñòè ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê â ñêàëÿðíîì

ñëó÷àå, íî îáùåå ðåøåíèå ïîêà íåèçâåñòíî. Èíòåðåñíî, ÷òî ñèñòåìà (7.39) ýêâè-

âàëåíòíà ñêàëÿðíîé ñèñòåìå (7.1) â �âåùåñòâåííîì� ñëó÷àå:

up = θ(p)ap + θ(−p)a∗−p, u∗p = u−p,

W (1)(p, q) = w(q, p− q), W (2)(p, q) = w(p+ q,−q).

Ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà â Ôóðüå ïðîñòðàíñòâå äëÿ êëàñ-

ñèôèêàöèè ñêàëÿðíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.

Ýòîò ìåòîä ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìî-

ñòè ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Íåîæèäàííûì ÿâëÿåò-

ñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ëåã÷å ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíîå,

à íå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.
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7.2 Äèíàìèêà ýëåêòðîííûõ óðîâíåé â ïðèñóòñòâèè

ïðèìåñè è îäíî èç �gold-�sh� óðàâíåíèé Êàëîäæåðî

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè óðîâíåé ýíåðãèè êîíå÷-

íîé ñèñòåìû ïðè äîáàâëåíèè ïðèìåñè, ýêâèâàëåíòíû îäíîé èç òàê íàçûâàåìûõ

�gold-�sh� óðàâíåíèé Êàëîäæåðî [28]. Ýòó ñèñòåìó íàçûâàþò òàêæå �ðàöèîíàëü-

íîé ñèñòåìîé Ðóéçåíàðñà-Øíàéäåðà�, õîòÿ èõ ñòàòüÿ ïîÿâèëàñü íà íåñêîëüêî

ëåò ïîçæå ïóáëèêàöèè Êàëîäæåðî. Áóäåò âû÷èñëåíî äåéñòâèå, êîòîðîå îäíîâðå-

ìåííî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåê-

ëóíäà äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñòàòèñòè÷åñêîãî

óñðåäíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè.

Çàäà÷å î äèíàìèêå óðîâíåé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû ïîä âîçäåéñòâèåì äîïîë-

íèòåëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä ðàáîò (ñì. íàïðèìåð [141],[114]).

Ðîëü âðåìåíè â òàêîé äèíàìèêå èãðàåò àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ. Â ýòèõ ðàáîòàõ

â îñíîâíîì èçó÷àþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïåêòðîâ, ò.å. ïðè âû÷èñëåíèè

îòêëèêà ñèñòåìû íà äîïîëíèòåëüíîå âîçìóùåíèå ïðîèçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå, íà-

ïðèìåð, ïî àíñàìáëþ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Èíòåðåñíà è äðóãàÿ ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è: âûâåñòè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè óðîâíåé ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè ïðîèçâîëü-

íîì íà÷àëüíîì ñïåêòðå, à çàòåì ïðîèçâåñòè óñðåäíåíèå, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå

ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ, íàïðèìåð, îò èñïîëüçóåìîé â òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Çàäà÷à î äèíàìèêå ñïåêòðà ñèñòåìû ïðè ïðîèçâîëüíîì âè-

äå âîçìóùåíèÿ áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [120]. Ïîëó÷åííàÿ â ýòîé ðàáîòå ñèñòåìà

ñîäåðæèò â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òàê è

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âîçìóùåíèÿ, ïîýòîìó îíà ñëîæíà äëÿ àíàëèçà. Ñ ôèçè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ ïðèìåñíûé

ïîòåíöèàë, ÷òî ñèëüíî óïðîùàåò çàäà÷ó, áîëåå òîãî, ìíîãîïðèìåñíàÿ çàäà÷à

ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ñ îäíîé ïðèìåñüþ (ñì. íèæå).

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó ñ N− ñîáñòâåííûìè ñîñòîÿíèÿ-

ìè è ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ0 (ìàòðèöà N×N). Ïðè äîáàâëåíèè ïðèìåñè â ñèñòåìó,

óðîâíè ýíåðãèè áóäóò ñäâèãàòüñÿ (â òàêîì âèäå çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü, íàïðè-

ìåð, â [11] è [104]); ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

óðîâíåé ýíåðãèè, ïðè÷åì ðîëü âðåìåíè èãðàåò âåëè÷èíà ïîòåíöèàëà ïðèìåñè.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñ ïðèìåñüþ èìååò âèä

Ĥ = Ĥ0 + t |0〉〈0|, (7.41)
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ãäå |0〉 - êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå, ëîêàëèçîâàííîå íà ïðèìåñè.
Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü x è y ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à |x〉 è |y〉 -

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåâîçìóùåííîé è âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî,

ò.å.

Ĥ0|x〉 = x|x〉, Ĥ|y〉 = y|y〉, (7.42)

òîãäà, âû÷èñëÿÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈x|Ĥ|y〉 = 〈x|Ĥ0 + V̂ |y〉, ïîëó÷àåì óñëîâèå

y〈x|y〉 = x〈x|y〉+ t〈x|0〉〈0|y〉,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû

t
∑
x

|〈x|0〉|2
y−x = 1, èëè â ÿâíîì âèäå

t
N∑
j

|〈xj|0〉|2

yi − xj
= 1, i = 1, 2..N. (7.43)

Îáîçíà÷èâ yi = xi(t), xi = xi(0), ìîæíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (7.43) â ïîëèíî-

ìèàëüíîì âèäå

P (xj(t), t) = 0, P (ξ, t) =
∏
j

(ξ − xj(t)) = P (ξ)− tQ(ξ), (7.44)

ãäå

P (ξ) = P (ξ, 0) =
∏
i

(ξ − xi(0)), Q(ξ) = P (ξ)
∑
i

ẋi(0)

ξ − xi(0)
, (7.45)

ïðè÷åì ẋi(0) = |〈x|0〉|2.
Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé Q(ξ) = 1

NP
′(ξ) ⇐⇒ ẋi(0) = 1

N ñîîòâåòñòâóåò íåâîç-

ìóùåííîìó ãàìèëüòîíèàíó Ĥ0 (7.42), ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

ïëîñêèìè âîëíàìè ñ ðàâíûìè ïî ìîäóëþ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, ïðè ýòîì∑
x
|〈x|0〉|2 = 1.

Èç óñëîâèÿ (7.44) ñëåäóåò, ÷òî d2

dt2P (ξ, t) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ

P (ξ, t), ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó óðîâíåé:

ẍi = 2ẋi
∑
j 6=i

ẋj
xi − xj

. (7.46)

Ýòî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ îä-

íîé èç èçâåñòíûõ �gold-�sh� ñèñòåì Êàëîäæåðî [28], ñì. òàêæå ðàöèîíàëüíóþ

âåðñèþ ñèñòåìû Ðóéçåíàðñà-Øíàéäåðà [129],[127].
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëû (7.44) è (7.45) îïðåäåëÿþò òî÷íîå ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû Êàëîäæåðî (7.46) - äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ

ïîëèíîìû P (ξ) è Q(ξ) ïî ôîðìóëàì (7.45), ìîæíî íàéòè ïîëèíîì P (ξ, t) (7.44),

êîðíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ÷àñòèö xi(t). Â çàäà÷å î ïðèìåñè (7.43)

âñå ñêîðîñòè ẋi ïîëîæèòåëüíû.

Òîò ôàêò, ÷òî ñèñòåìà Êàëîäæåðî îïèñûâàåò äèíàìèêó óðîâíåé êîíå÷íîé

ñèñòåìû ïðè äîáàâëåíèè ïðèìåñè, ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Â ðàáîòå [120] áûëî âûâåäå-

íî óðàâíåíèå äèíàìèêè ýëåêòðîííûõ óðîâíåé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âîçìóùåíèÿ

V, à óðàâíåíèå (7.46) íå áûëî ïîëó÷åíî.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèñòåìû, ëþáîé ïðèìåñíûé ïîòåíöèàë

èìååò âèä V =
N∑
j
tj|j〉〈j|, ãäå |j〉− ñîñòîÿíèå, ëîêàëèçîâàííîå â êîîðäèíàòíîì

ïðîñòðàíñòâå íà óçëå ñ íîìåðîì j. Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîçìó-

ùåííîé ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä (ñð. ñ (7.43)):

det(δij −Gijtj) = 0, Gij =
∑
x

〈i|x〉〈x|j〉
y − x

. (7.47)

Ïîëèíîì P (ξ, t1, t2, .., tN) =
∏
j

(ξ − xj(t1, t2, .., tN)) â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïðèìå-

ñåé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî âåëè÷èíå ïîòåíöèàëà tj êàæäîé ïðèìåñè,

ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî j âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå d2

dt2j
P (ξ, t1, t2, .., tN) = 0, à çíà÷èò,

äèíàìèêà ïî êàæäîìó �âðåìåíè� tj îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (7.46). Äåéñòâè-

òåëüíî, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

H0 → H1 → ..→ Hj−1 → Hj → ..→ HN , Hj = Hj−1 + tj|j〉〈j|,

ïðè÷åì íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíà Hj îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-

ìóëå (7.43), ãäå x− ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Hj−1, y− ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Hj,

à 〈x|0〉 íàäî çàìåíèòü íà 〈x|j〉.
Ïóñòü 〈xjk| − ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà Hj. Îïðåäåëèì ìî-

ìåíòû âðåìåíè T0 = 0, Tj = Tj−1 + tj, j = 1, 2, .., N. Òîãäà ýâîëþöèÿ óðîâíåé

ýíåðãèè â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïðèìåñåé ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèåì Êàëîä-

æåðî (7.46) ñ îäíèì âðåìåíåì t íà èíòåðâàëàõ t ∈ (T0, T1) ∪ (T1, T2) ∪ (T2, T3)..,

ïðè÷åì ñêîðîñòè ẋ ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîì â ìîìåíòû âðåìåíè T1, T2, T3.. :

ẋk
∣∣
t=Tj−0

= |〈xjk|j − 1〉|2, ẋk
∣∣
t=Tj+0

= |〈xjk|j〉|
2. (7.48)

Êàê èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [26]), ñèñòåìà Êàëîäæåðî (7.46) ÿâëÿåòñÿ
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ëàãðàíæåâîé, à ëàãðàíæèàí (7.46) èìååò âèä

L =
∑
i

ẋi log [ẋi
∏
j 6=i

(xi − xj)]. (7.49)

Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (7.46) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðà-

æåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ íà êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè: ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 êîîðäèíàòû ÷àñòèö xi(0) = xi, à â ìîìåíò âðåìåíè t = T êîîð-

äèíàòû ÷àñòèö xi(T ) = yi.

Òîãäà èç (7.44) ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîì Q(ξ) èìååò âèä:

Q(ξ) =
1

T

(∏
i

(ξ − xi)−
∏
i

(ξ − yi)
)
. (7.50)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðóÿ P (ξ, t) ïî t è ïîäñòàâëÿÿ ξ = xi(t), ïîëó÷àåì

Q(xi(t)) = ẋi(t)
∏
j 6=i

(xi(t)− xj(t)). (7.51)

Ïîäñòàâëÿÿ (7.50) è (7.51) â âûðàæåíèå äëÿ ëàãðàíæèàíà (7.49), âû÷èñ-

ëèì äåéñòâèå

S =

∫
Ldt =

∑
i

∫
dt ẋi(t) logQ(xi(t)) =

=
∑
i

yi∫
xi

dx log
1

T
[
∏
j

(x− xj)−
∏
j

(x− yj)],
(7.52)

èëè

S = ∆ log
∆

T
+
∑
i,α

[g(yi − zα)− g(xi − zα)],

g(x) = x log
x

e
, ∆ =

∑
i

(yi − xi),
(7.53)

ãäå zα− êîðíè ïîëèíîìà Q(x) :

zα :
∏
j

(zα − xj) =
∏
j

(zα − yj), α = 1, 2..N − 1. (7.54)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåííîå äåéñòâèå S ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåí-

íî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà, ò.å. îòîá-

ðàæåíèÿ ïàðû èìïóëüñ-êîîðäèíàòà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ïàðó èìïóëüñ-

êîîðäèíàòà ïðè t = T : ({pi}, {xi})→ ({p̂i}, {yi}) äëÿ ñèñòåìû (7.46):

pi =
∂S

∂xi
, p̂i = −∂S

∂yi
, (7.55)
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ïðè÷åì êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå äëÿ ñèñòåìû (7.46) îïðåäåëÿþò-

ñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì

pi =
δL

δẋi
= log(ẋi) + 1 +

∑
j 6=i

log(xi − xj), H =
∑
i

piẋi − L =
∑
i

ẋi, (7.56)

à ñêîáêè Ïóàññîíà ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè

{pi, xj} = δij, {pi, pj} = 0, {xi, xj} = 0.

Âû÷èñëèì ýëåìåíò îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ïåðåìåííûõ {xi}, {yi} :∏
i

dxidpi =
∏
i

dxidyi J({xi}, {yi}), (7.57)

à ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

J({xi}, {yi}) =| det(
∂pi
∂yj

) |=

∏
i>j
|xi − xj|

∏
i>j
|yi − yj|∏

i,j
|xi − yj|

, (7.58)

ïîñêîëüêó èç (7.56) ñëåäóåò, ÷òî ∂pi
∂yj

= ∂ log ẋi
∂yj

, à èç (7.50) è (7.51) ìîæíî íàéòè

ñêîðîñòè ẋi

ẋi(0) = −1

t

∏
i,j

(xi − yj)∏
j 6=i

(xi − xj)
.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷åííûé ÿêîáèàí J({xi}, {yi}) êàê ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè {xi} íåâîçìóùåííîé
è {yi} âîçìóùåííîé ñèñòåìû, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ÷àñòèö ïî ôàçîâîìó îáúåìó ðàâíîìåðíî, ÷òî âïîëíå åñòåñòâåííî ïðè

ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ãàìèëüòîíîâûõ ÷àñòèö. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî çàôèê-

ñèðîâàòü íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèö, òîãäà ñòàòèñòèêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðå-

äåëåíèåì èìïóëüñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîìåðíîì

ðàñïðåäåëåíèè ïî èìïóëüñàì ÷àñòèö â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè.

Êîíå÷íî, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìïóëüñàì çàâèñèò îò êîíêðåòíîé

ðåàëèçàöèè ñèñòåìû (7.41). Íàïðèìåð, â ðàáîòå [11] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

ãàìèëüòîíèàí H0 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé èç êëàññè÷åñêîãî ãàóññîâñêîãî

àíñàìáëÿ (îðòîãîíàëüíîãî (β = 1), óíèòàðíîãî (β = 2) èëè ñèìïëåêòè÷åñêîãî

(β = 4)). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (7.58) ñîîòâåòñòâóåò ôîðìàëü-

íîìó ïðåäåëó β → 0 â ôîðìóëå (5) èç ðàáîòû [11] äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ àíñàìáëåé.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìèêà óðîâíåé ýíåðãèè

êîíå÷íîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè äîáàâëåíèè ïðèìåñè îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì Êàëîäæåðî. Çàäà÷à î ìíîãèõ ïðèìåñÿõ ñâîäèòñÿ ê îäíîïðèìåñíîé,

ò.å. òàêæå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êàëîäæåðî, ïðè÷åì ñêîðîñòè èñïûòûâàþò

ñêà÷êè â ïðîöåññå ýâîëþöèè.

Áûëî áû èíòåðåñíî ÿâíî îïèñàòü ïåðåõîä îò óðàâíåíèé äèíàìèêè óðîâ-

íåé (óðàâíåíèå Êàëîäæåðî) ê óðàâíåíèÿì äèíàìèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

óðîâíåé: â ðàáîòå [114] ïîêàçàíî, ÷òî ýâîëþöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñû-

âàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà - Ïëàíêà, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê êâàí-

òîâîé ñèñòåìå Êàëîäæåðî - Ìîçåðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð

[26]), ÷òî óðàâíåíèå Êàëîäæåðî - Ìîçåðà ÿâëÿåòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðåäåëîì

óðàâíåíèÿ Êàëîäæåðî.

Â ýòîé Ãëàâå áûëà ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ñêàëÿðíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà áû-

ëî èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà â ïðåäñòàâëåíèè Ôóðüå. Ïðåèìóùåñòâîì

äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü

äâà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì ÎÄÓ. Ïåðâîå

èç ýòèõ óðàâíåíèé âûäåëÿåò êëàññ áåçäèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèèé. Ðåøåíèå âòî-

ðîãî óðàâíåíèÿ ïðè èçâåñòíîì ðåøåíèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûäåëÿåò êëàññ äèñ-

ïåðñèîííûõ óðàâíåíèé. Â êëàññå äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû òîëüêî

èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ, à èìåííî, óðàâíåíèå ÊäÔ, óðàâíåíèå ïðîìåæóòî÷íîé

âîäû �ILW�, yðàâíåíèå Êàìàññà�Õîëìà, óðàâíåíèå Äåãàñïåðèñà. Â êëàññå áåç-

äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû íîâûå ïðèìåðû. Íà ïðèìåðå óðàâíåíèé

Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè è Âåñåëîâà�Íîâèêîâà ðàññìîòðåí äâóìåðíûé ñëó÷àé.

Ïîëó÷åíà èçâåñòíàÿ òðèàäà Ìàíàêîâà.

Ðåøåíèå ïðîñòîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è î äèíàìèêå óðîâíåé ýíåð-

ãèè ïðè äîáàâëåíèè îäíîé ïðèìåñè ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè îäíîãî èç �gold-�sh� óðàâíåíèé Êàëîäæåðî ïðè ïðîèçâîëü-

íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ìû îáñóäèì âûâîäû, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåìàòèêè äèññåðòàöèè

è âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ.

Â Ãëàâå 1 áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåðåìà î ïðèâåäåíèÿ ïàðû êîììóòèðó-

þùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì, ê êàíîíè÷åñêîé ïàðå êîì-

ìóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Ïðåäëîæåíà ñõåìà ïîëó÷åíèÿ

ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, à òàêæå ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé äëÿ

òàêèõ ñèñòåì. Â ñëó÷àå âîë÷êà Êîâàëåâñêîé ñ ãèðîñòàòîì óäàëîñü íàéòè òàêóþ

ïàðó êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, õîòÿ äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äëÿ

ýòîãî âîë÷êà èìååò 4-þ, à íå 2-þ ñòåïåíü ïî ãåíåðàòîðàì àëãåáðû e(3). Ïîýòî-

ìó âîçìîæíî îáîáùåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà ñëó÷àè, â êîòîðûõ äîïîëíè-

òåëüíûé èíòåãðàë íå áûë áû êâàäðàòè÷íûì. Èçíà÷àëüíî ïðèìåíåíèåì ïðåä-

ëîæåííîé òåîðèè áûëè èíòåãðèðóåìûå âîë÷êè, îäíàêî ñðåäè ãàìèëüòîíèàíîâ,

êâàäðàòè÷íûõ ïî èìïóëüñàì, åñòü öåëûé ðÿä ñëó÷àåâ, èìåþùèõ ïðèëîæåíèå ê

äðóãèì îáëàñòÿì íàóêè.

Â êîíöå Ðàçäåëà 1.5 áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïîëó÷åí-

íàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîììóòèðóþùèõ êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ äâó-

ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Íà ýòîò ñ÷åò åñòü âåñêèå îñíîâàíèÿ

- äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû ìîãóò ïîÿâèòüñÿ, åñëè èìååò ðåøåíèå êðàéíå ãðî-

ìîçäêîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé S è g, ñîäåðæàùåå áîëåå 200

÷ëåíîâ, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íå íàéäåíî è âðÿä ëè ñóùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå î ïîëó÷åíèè ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ïàð êâà-

çèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ íå âûíîñèòñÿ íà çàùèòó.

Ïåðåõîä îò ãåíåðàòîðîâ â ñëó÷àå àëãåáðû so(4) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì,

õîòÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ è ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ïîëó÷àþòñÿ âåùå-

ñòâåííûìè, êðîìå òîãî, àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç ïàðû Ëàêñà,

ñîâïàäàåò ñ êðèâîé, ïîëó÷åííîé ïî ñõåìå Ðàçäåëà 1.4. Âîçìîæíî, ñóùåñòâóåò

ïðÿìîå âåùåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû so(4) ê ïåðåìåí-

íûì Êîâàëåâñêîé èëè äàæå ê ïåðåìåííûì ξ, Y.
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Íåèçâåñòíî ïðåîáðàçîâàíèå êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ òðåìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû òàêîå, ÷òîáû îäèí èç ïîëó÷èâøèõñÿ ãàìèëüòîíèàíîâ áûë

áû ãàìèëüòîíèàíîì Øðåäèíãåðà. Âû÷èñëåíèå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåò

ê ïîëó÷åíèþ íîâîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì â òðåõìåðíîì

ñëó÷àå.

Â Ãëàâå 2 êëàññèôèêàöèÿ â êâàíòîâîì ñëó÷àå ïðîâåäåíà äëÿ ñëó÷àÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà, òåì íå ìåíåå áûëè ïîñòðîåíû äâà íî-

âûõ (à âåðîÿòíî è ïåðâûõ) ïðèìåðà äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ìàã-

íèòíûì ïîëåì, ïðèíàäëåæàùèõ ê êëàññó �ïî÷òè òî÷íî ðåøàåìûõ� çàäà÷. Ýòè

ïðèìåðû áûëè ïðîèíòåãðèðîâàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ãîéíà. Àíàëèç äðóãèõ

ðåøåíèé êâàçèøòåêêåëåâûõ ãàìèëüòîíèàíîâ ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íîâûå ïðèìå-

ðû âûøåóêàçàííûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà. Ïîëó÷åíèå ïîëíîé êëàññèôèêàöèè

ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è ñëîæíîé çàäà÷åé õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî â ïðåäåëå ~ → 0

áûëà áû ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, â ñèëó ïðèí-

öèïà ñîîòâåòñòâèÿ, îäíàêî íà äàííûé ìîìåíò ïîëó÷åíèå ïîëíîé êëàññèôèêàöèè

êàæåòñÿ íåâîçìîæíûì ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è.

Â Ãëàâå 3 ðàññìîòðåíû ïàðû êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òàêèõ ïàð äèôôåðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ, ÷òî îáëåã÷àåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî â ðàáîòå ïîëó-

÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè òàêèõ ïàð êàê ôàêòîðèçàöèÿ ïîëè-

íîìà îò x, y îïðåäåëÿåìîãî êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îïåðà-

òîðîâ. Ïðèâåäåíû êâàíòîâûå àíàëîãè èíòåãðèðóåìûõ âîë÷êîâ òàêèõ, êàê âîë÷-

êè Êëåáøà, Êîâàëåâñêîé, ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà�×àïëûãèíà íà àëãåáðå e(3), âîë÷êè

Øîòòêè�Ìàíàêîâà, Ñòåêëîâà, Ì. Àäëåðà�âàí Ì¼ðáåêå, Ñîêîëîâà íà àëãåáðå

so(4). Âîçìîæíî ðàçâèòèå òàêîãî ïîäõîäà ê êâàíòîâàíèþ äëÿ äðóãèõ ñèñòåì.

Â Ãëàâå 4 áûë ðàçâèò ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà ëàãðàí-

æåâûõ ñèñòåì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â èíâàðèàíòíîñòè âàðèàöèè äåéñòâèÿ äî è ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà. Âïåðâûå ïîëó÷åíî ïðåîáðàçîâàíèå Áåê-

ëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ Öèöåéêè, ñîäåðæàùåå òîëüêî ïîëåâûå ïåðåìåííûå è èõ

ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýôôåêòèâíîñòè ïîäõîäà.

Âîçìîæíî ïîëó÷åíèå íîâûõ ÏÁ äëÿ èçâåñòíûõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì äàí-

íîãî ìåòîäà è îãðàíè÷åíèåì íà âèä ÏÁ - çàâèñèìîñòüþ òîëüêî îò ïðîèçâîäíûõ

ïî êîîðäèíàòàì, íî íå ïî âðåìåíè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé

Áåêëóíäà íåîáõîäèìû íîâûå ñèñòåìû èëè öåëûé êëàññ ëàãðàíæåâûõ èëè, ïî
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êðàéíåé ìåðå, ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Èíòåðåñíî áûëî áû èññëåäîâàòü öåïî÷êè

ïîëó÷åííûõ ÏÁ, ñ òî÷êè çðåíèÿ îäåâàþùåé öåïî÷êè [159].

Â Ãëàâå 5 èññëåäóåòñÿ ñèíòåç ìåòîäà îäåâàíèÿ è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

â äâóìåðíîì ñëó÷àå, à èìåííî: îäåâàíèå ãàìèëüòîíèàíà, â êîòîðîì ïåðåìåííûå

èçíà÷àëüíî ðàçäåëåíû, ïðèâîäèò ê èíòåãðèðóåìîìó ãàìèëüòîíèàíó, â êîòîðîì

ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ óæå íåò. Àíàëèç îäíîãî èç ôèçè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ïî-

êàçàë ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ìåòîäà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà

çàäà÷. Ìåòîä ïðèìåíåí òàêæå äëÿ îïåðàòîðîâ òèïà îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ñ

ìàãíèòíûì ïîëåì, ãäå ïîëó÷åí îáùèé îòâåò. Â ñàìîì îáùåì âèäå ýòîò ìåòîä

ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè öåëîãî êëàññà çàäà÷. Îäåâàíèå ñèñòåì

ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî íà äâà èëè áîëåå øàãà,

÷òî, êîíå÷íî, ñèëüíî óñëîæíèò âû÷èñëåíèÿ. Âîçìîæíû èññëåäîâàíèÿ çàìûêà-

íèé â ýòîì ñëó÷àå ïî àíàëîãèè ñ öåïî÷êàìè ïðåîáðàçîâàíèé Áåêëóíäà.

Â Ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ ðÿäà äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì òèïà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû Ëåâè.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû

íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàãðàíæèàíà ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû óðàâíå-

íèÿ äèíàìèêè ïîëþñîâ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåêëóíäà äëÿ ýòèõ ðåøåíèé. Ïîêàçà-

íî, ÷òî âîçìîæíà ðåäóêöèÿ ýòèõ ðåøåíèé â ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ïåíëåâå PIV, ïðè÷åì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïîëþñîâ ïåðåõîäÿò â ñòàöèîíàð-

íûå óðàâíåíèÿ äëÿ äâóìåðíîãî êóëîíîâñêîãî ãàçà â ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöè-

àëå. Ñîîòâåòñòâóþùèå êóëîíîâñêèå ñèñòåìû ïîëó÷åíû äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå

PII − PIV. Äàííûå êóëîíîâñêèå ñèñòåìû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå äëÿ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé è âïåðâûå â ðàáîòå àâòîðà [95] äëÿ óðàâíåíèé Ïåíëåâå. Ïðåäëîæåí-

íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå êóëîíîâñêîãî ãàçà äëÿ öåëîãî

ðÿäà íåëèíåéíûõ ÎÄÓ.

Â Ãëàâå 7 ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷-

íîé íåëèíåéíîñòüþ ñ ïîìîùüþ ïàðû Ëàêñà â ïðåäñòàâëåíèè Ôóðüå. Òàêîé ïîä-

õîä ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàìêíóòûé îòâåò. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî çíà÷è-

òåëüíî ðàñøèðèòü, íå ïðåäïîëàãàÿ çàðàíåå âèä íåëèíåéíîñòè, à òàêæå ââåäÿ â

ðàññìîòðåíèå âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå ñèñòåìû.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â äàííîé äèññåðòàöèè ïîëó÷åí öåëûé ðÿä

íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî ïåðñïåêòèâà ðàçâèòèÿ òåìàòèêè äèññåðòàöèè, êàê è

ïîèñê íîâûõ ïðèëîæåíèé, áåçóñëîâíî, åñòü.
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